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Annotation: The paper studies agricultural crops’ yield depending on quality of entering of mineral fertilizers. It is 
established that determining  average productivity, under square-law dependence of yield on a dose, there is not neces-
sity to set  the law of fertilizers distribution across the field and will be sufficient to know  expected value  D and stan-
dard deviation σD. The paper considers approaches to economic-mathematical model of optimization of fertilizers’ 
doses at the differentiated entering. The produced result provides a new approach to the quality control in technological 
process of fertilizers application. Also, it allows formulating requirements to perspective technical means used for 
entering of mineral fertilizers. 
 

 
Для каждой сельскохозяйственной культуры 

и конкретных природно-климатических условий 
существуют свои оптимальные параметры плодо-
родия, соответствующие максимальной окупаемо-
сти агротехнических мероприятий, направленных 
на их обеспечение. Из-за несвоевременного выпол-
нения технологических операций, нарушения тех-
нологических регламентов, неисправности техни-
ческих средств, как правило, наблюдается сущест-
венное отклонение параметров плодородия от их 
оптимальных значений. 

Так, например, из-за несовершенства дози-
рующих, распределяющих и заделывающих рабо-
чих органов машин, технологий внесения не удаёт-
ся вносить удобрения с оптимальной дозой. Учи-
тывая множество факторов, влияющих на качество 
распределения вносимого материала, многие из 
которых носят случайный характер (неровность 
поверхности поля, неоднородность физико-
механических свойств удобрений, нестабильности 
скорости движения агрегата и т.д.), количество 
удобрений или мелиорантов, выпадающих на эле-
ментарную площадку можно рассматривать как 
случайную величину. Наличие функций отзывчи-
вости сельскохозяйственных культур на тот или 
иной показатель плодородия позволяет более объ-
ективно оценивать степень влияния неравномерно-
сти распределения этого показателя на количество 
и свойства урожая,  сформулировать требования к 
производству удобрений и качеству  их внесения 
под программируемый урожай, уровню дифферен-
циации воздействия на параметры плодородия. 

Рассматривая среднюю урожайность У как  
функцию случайного аргумента, независимо от 
закона распределения удобрений по полю, можно 
найти по формуле (Вентцель, 1962; Смирнов и Ду-
нин-Барковский, 1969): 

 

У = М[У(D)] = ∫У(D)ϕ(D)dD                       (1) 

 

где ϕ(D) - плотность распределения дозы. 
Аналогично можно определить математическое 
ожидание функции отзывчивости сельскохозяйст-
венной культуры на систему NPK, 

 

У = М[У(N,P,K)] = ∫∫∫У(N,P,K)ϕ(N,P,K)dNdPdK, (2) 

 

где ϕ(N,P,K) - плотность распределения сис-
темы NPK. Использовать формулы (1) и (2) для 
подсчета средней урожайности в зависимости от 
доз внесения удобрений можно в том случае, когда 
известны функции отзывчивости данной сельско-
хозяйственной культуры на удобрения и плотность 
распределения удобрений по полю. 

Когда функция отзывчивости имеет квадра-
тичный вид, вместо интегрирования для нахожде-
ния математического ожидания можно воспользо-
ваться соотношением (Вентцель, 1962): 

 

М[x2] = D[x] + M2[x],                   (3) 

 

где  х - случайная величина; D[x]- дисперсия 
х. Подставив вместо функции У(D) её аналитиче-
ское выражение в общем виде, после несложных 
преобразований получим: 

У = М[У(D)] = a0 + a1D + a2(σD
2 + D2)  (4) 

где  σD -среднеквадратическое отклонение 
случайной  величины D; D - математическое ожи-
дание случайной величины D. 
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Таким образом, при квадратичной зависимо-
сти урожайности от дозы для нахождения средней 
урожайности нет необходимости устанавливать 
закон распределения удобрений по полю, а доста-
точно знать только D и  σD. Значения D и  σD опре-
деляют, выполнив математическую обработку дан-
ных, полученных в результате агротехнической 
оценки машин по ОСТ 70.7.2.-82 и ОСТ 70.7.3.-82. 

Наличие функций отзывчивости сельскохо-
зяйственных культур на изменение того или иного 
показателя плодородия почвы или их совокупного 
влияния позволяет более объективно программиро-
вать урожайность, формулировать требования к 
машинным технологиям и техническим средствам, 
используемым для воздействия на эти показатели. 
Так из (4) следует, что с ростом неравномерности 
распределения удобрений по полю значительно 
ухудшается отзывчивость растений на удобрения. 
Поэтому на практике при определении оптималь-
ных доз внесения удобрений необходимо прини-
мать во внимание и показатель неравномерности 
распределения их по полю, так как, уменьшая этот 
показатель за счет более качественного внесения 
удобрений, можно существенно повысить их оку-
паемость. 

В общем виде функции отзывчивости сель-
скохозяйственных культур на тот или иной показа-
тель плодородия и качество его распределения по 
полю можно представить в виде: 

 

У = F(П1,П2,...Пk,Vп1 ,Vп2 ...Vпk),          (5) 

 

где П1,...Пk - средние значения показателей 
плодородия; Vп1...Vпk - коэффициент вариации соот-
ветствующего показателя по полю. 

Независимо от технологических схем внесе-
ния отклонение дозы внесения и равномерности 
распределения N, P, K по всей обрабатываемой 
площади должно удовлетворять условиям 

 

D3 - k D3 ≤ D ≤ D3 + k D3 ,    Vвн ≤ Vвн доп, (6) 

 

где  D3 – доза заданная; k - коэффициент, ха-
рактеризующий допуск на отклонение дозы вноси-
мых удобрений от заданной; D – доза внесения; Vвн 
- коэффициент вариации внесения удобрений; Vвн 

доп – допускаемое значение коэффициента вариации 
внесения удобрений. 

В широкозахватных машинах-удобрителях, 
выполненных в виде отдельного бункера с высе-
вающей системой и прицепляемого культиватора, 
материал распределяется по сошникам с помощью 
воздушного потока. При этом на неравномерность 
внесения влияют конструктивные и технологиче-
ские параметры высевающего аппарата, транспор-
тирующего материалопровода, центрального рас-

пределителя и распределителя удобрений сошника. 
Снижение неравномерности до уровня, допустимо-
го агротехническими требованиями, можно при 
оптимизации их конструктивно-технологических 
параметров. 

Формализация технологического процес-
са. Для технологического процесса внесения мине-
ральных удобрений показателями эффективности 
могут служить: 1) качество внесения удобрений 
при условии, что затраты на внесение не превыша-
ют заданной величины; 2)стоимость единицы мас-
сы удобрений, при соблюдении требований к каче-
ству удобрений. 

Любой показатель эффективности R зависит 
от ряда параметров. Среди них основную роль иг-
рают параметры системы α1, α2,..., αn и параметры, 
характеризующие воздействие внешней среды β1, 
β2,..., βm. 

Таким образом, 

R=R(α1, α2,..., αn, β1, β2,..., βm)       (7) 

 

Помимо параметров внешней среды, явно 
фигурирующих в математическом описании, пока-
затель эффективности зависит также от структуры 
технологического процесса, характера связей меж-
ду технологическими операциями и особенностей 
функционирования технических средств, вида 
управляющих алгоритмов. Эти зависимости будут 
учитываться как видом функции R (или видом ал-
горитма, позволяющим вычислить значения R, если 
явное выражение для него отсутствует), так и вве-
дением дополнительных, так  называемых, струк-
турных параметров. 

Оптимальными считаются такие значения 
дозы, показатели качества, при которых достигает-
ся наибольшая урожайность сельскохозяйственной 
культуры при заданных затратах на выполнение 
операций внесения удобрений, мелиорантов,  либо 
заданный эффект (запрограммированная урожай-
ность) при наименьших затратах энергии и ресур-
сов, либо наибольшее значение эффекта по отно-
шению к затратам. 

При заданных затратах, связанных с внесе-
нием удобрений, значения показателей качества, 
при которых достигается наибольший эффект, рас-
сматриваются как критерии оптимизации, а задан-
ные затраты, как ограничения. Когда минимизиру-
ются затраты на обеспечение заданного уровня ка-
чества, критерием оптимизации являются затраты 
на выполнение технологических операций, а задан-
ные значения показателей качества - ограничения-
ми. 

На первом этапе при разработке экономико-
математической модели оптимизации  ограничимся 
операциями внесения элементов питания и доведе-
ния их значений до заданного уровня. Для матема-
тической постановки задачи необходимо распола-
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гать следующей информацией:  

1. Данными о распределении питательных 
элементов в почве - средние значения 

ППП КРN ,, и коэффициенты вариации 

KPN VVV ,, . 

2. Функциями отзывчивости данной сель-
скохозяйственной культуры (или нескольких куль-
тур, входящих в севооборот)  на количество и каче-
ство распределения питательного элемента в почве 
или на их совокупность: 

),...,();,( KРРNNN VРУУVNУУ ==
           (8) 

),,,,,( KPNNPKNPK VVVKPNУУ =
                 (9)

 

3. Затратами энергии Еijk на выполнение i-ой 
операции, j-м техническим средством по k-ой тех-
нологии в зависимости от дозы и качества внесения 
N,P,K: 

          ),,,,,( KPNijkijk VVVKPNEE =           (10) 

4. Функциями, описывающими зависимость 
количества клейковины, белка, нитратов и других 
потребительских, технологических свойств урожая 
от количества и качества распределения элементов 
питания в почве     

   ),,,,,(11 KPN VVVKPNff =          (11) 

5. Функциями, отражающими негативное ан-
тропогенное влияние на тот или иной элемент (S) 
агроэкосистемы   внесения данного элемента (на-
пример,  N) с качеством распределения, характери-
зуемым коэффициентом вариации VN

 
, при i-ой 

операции, j-м техническим средством по k-ой тех-
нологии: 

        ),,,,,( KPNijkijk VVVKPNЭЭ = .         (12)
 

Рассмотрим два возможных варианта поста-
новки задачи: 

1-й вариант. Оптимальные показатели каче-
ства распределения удобрений определяются для 
всего поля. В этом случае математическая поста-
новка задачи имеет следующий вид: 

           ),,,,,(min
,

KPNijk
VN

VVVKPNE
N

         (13) 

,),,,(,,,,, прNPKКРNППП УVKPNУVVVKPN
ППП

≥+
−

)(У0

   
                                                    (14) 

               ,),,,,,( max1min lVVVKPNfl KPN ≤≤       (15) 

      
,),,,,,( maxmin

S
KPN

S
ijk

S ЭVVVKPNЭЭ ≤≤
         

(16) 

где   У0 - урожайность без внесения удобре-
ний; У - прибавка урожайности после внесения 
удобрений; Эs

min,Э
s
max - допуски на уровень загряз-

нения S-ой экосистемы. 

Принимая во внимание, что коэффициент 

вариации питательных элементов в почве 
VнN,VнP,VнK зависит от качества внесения удобре-
ний на поле Vвн, к ограничениям (13-16) необходи-
мо добавить соотношение 

                f(VнN,VнP,VнK, Vвн)=0             (17) 

Решением системы  (13-16)  будут такие зна-
чения средних N*,P*,K* и качество внесения их на 

поле ∗∗∗
KPN VVV ,, , при которых будет достигнута 

программируемая урожайность Упр, будут удовле-
творены требования к качеству получаемой про-
дукции  

                max
##

min ),( kNkk kVNkk ≤≤
            (18) 

и к защите окружающей среды от загрязне-
ния 

S
N

SS ЭVNЭЭ max
##

min ),( ≤≤
−

,                (19) 

а затраты на внесение будут минимальными: 






=
−

),((min),(
,

##
Nijk

VN
Nijk VNEVNE .             (20) 

2-й вариант. Принимая во внимание сде-
ланные ранее допущения и дополняя их предполо-
жением, что известна функция отзывчивости кон-
кретной сельскохозяйственной культуры на мине-
ральное удобрение, эффект (тенге) от внесения 
удобрений с учетом затрат на внесение, стоимость 
прибавки урожая и затрат на его транспортирова-
ние представляем в виде   

 

    З=(А-Т)[a0+a1D+a2D
2(1+1/104V2

вн]-Звн-Цк ,   (21 ) 

 

где А-цена единицы продукции, тг/т; Т- за-
траты на транспортирование единицы продукции, 
тг/т; а0, а1, а2 - эмпирические коэффициенты, харак-
теризующие функцию отзывчивости данной куль-
туры на удобрения; D – доза внесения удобрения; 
Vвн – коэффициент вариации внесения удобрений; 
Звн– затраты на внесение физической массы удоб-
рений; Цк-цена единицы массы минерального удоб-
рения. 

Присоединим к формуле (21) условие мини-
мальности неравномерности внесения удобрений 

         ϕ(Vвн)= 0                        (22) 

Тогда оптимальные показатели качества вне-
сения удобрений по полю находим в результате 
максимизации эффекта, для чего определяем ус-
ловный максимум функции (21), т.е. 

           max Звн    при  ϕ(Vвн)=0          (23) 

Алгоритм оптимизации показателей качест-
ва. Отыскание условного максимума можно свести 
к исследованию на обычный максимум функции 
Лагранжа L= З+λϕ. 

Необходимые условия экстремума: 
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0.

V
λ

V

З

вн
1

вн

=
∂
∂+

∂
∂

=
ϕ

;0)( внV
           (24) 

 

Найденный в результате решения задачи 
значение V*вн будет оптимальным для данной тех-
нологии внесения минеральных удобрений. Знание 
Vвн

* позволяет по-новому подойти к задаче контро-
ля и управления качеством технологического про-
цесса внесения удобрений, а также сформулировать 
требования к перспективным техническим средст-
вам для внесения минеральных удобрений. 
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