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C H A P T E R  5 

SPECIFICATION OF T H E  IKDIVIDUAL'S D E K A h D  F C K C T I O N :  

T H E  T R E A T M E h T  OF T I M E '  

E c o n o m i s t s ,  e s p e c i a l l y  t h o s e  w o r k i n g  i n  t h e  a r e a  of r e c r e -  

a t i o n a l  demand, have l o n g  r e c o g n i z e d  t h a t  t i m e  s p e n t  i n  c o n s u c i n g  

a commodity may, i n  some c a s e s ,  be an i m p o r t a n t  d e t e r m i n a n t  o f  

t h e  demand f o r  t h a t  commodity.  I t  r e m a i n s  t r u e ,  however ,  t h a t  

even  though  t h e  p o t e n t i a l  i m p o r t a n c e  o f  t ime  h a s  been d i s c u s s e d  

a t  some l e n g t h  i n  t h e  l i t e r a t u r e  i t  i s  o n l y  r e l a t i v e l y  r e c e n t l y ,  

and i n  a  f a i r l y  s m a l l  set '  o f  p a p e r s ,  t h a t  t h e  prob lem o f  e x -  

p l i c i t l y  i n c o r p o r a t i n g  t i m e  i n t o  t h e  b e h a v i o r a l  framework o f  t h e  

consumer h a s  been a d d r e s s e d .  

T h i s  c h a p t e r  p r o v i d e s  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  ways i n  which 

r e s e a r c h e r s  have  t r a d i t i o n a l l y  i n c o r p o r a t e d  t i m e  c o s t s  i n t o  r e c -  

r e a t i o n a l  demand mode l s  and  a t t e m p t s  t o  d e v e l o p  a  more c o m p l e t e  

and  g e n e r a l  model .  Improvements  i n  b o t h  s p e c i f i c a t i o n  a n d  e s t i -  

m a t i o n  o f  t h e  model draw on r e c e n t  l a b o r  s u p p l y  l i t e r a t u r e .  A n  

e x p l a n a t i o n  o f  t h e  n a t u r e  o f  a d e c i s i o n  m o d e l  s u b j e c t  t o  two 

c o n s t r a i n t s  i s  o f f e r e d .  

The t r e a t m e n t  o f  t i m e  i s  o n e  o f  t h e  t h o r n i e s t  i s s u e s  i n  t h e  

e s t i m a t i o n  o f  r e c r e a t i o n a l  b e n e f i t s .  A number o f  a p p r o a c h e s  t o  

v a l u i n g  t i m e  a r e  c u r r e n t l y  i n  vogue ,  b u t  no method i s  dominan t  

and  r e s e a r c h e r s  o f t e n  i m p r o v i s e  a s  t h e y  s e e  f i t .  U n f o r t u n a t e l y ,  

t h e  b e n e f i t  e s t i m a t e s  a s s o c i a t e d  w i t h  changes  i n  p u b l i c  

* T h i s  C h a p t e r  i s  t h e  work o f  I v a r  E .  S t r a n d  and Mancy E .  
B o c k s t a e l ,  A g r i c u l t u r a l  a n d  R e s o u r c e  Economics .  U. of M a r y l a n d ,  
a n d  X .  Michae l  Hanernann, A g r i c u l t u r a l  and R e s o u r c e  Economics ,  U .  
o f  C a l i f o r n i a ,  B e r k e l e y .  



r e c r e a t i o n  p o l i c y  a r e  e x t r e m e l y  s e n s i t i v e  t o  t h e s e  i n p r o v -  

i s a t i o n s .  F rank  C e s a r i o  ( 1 9 7 6 ) ,  f o r  example ,  f ound  t h a t  annua l  

b e n e f i t s  f rom pa rk  v i s i t s  n e a r l y  d o u b l e d  depend ing  on w h e t h e r  

t i m e  was v a l u e d  a t  some f u n c t i o n  o f  t h e  wage r a t e  o r  t r e a t e d  

i n d e p e n d e n t l y  i n  a  manner s u g g e s t e d  by Frank  C e s a r i o  and J a c k  

K n e t s c h  ( 1 9 7 0 ) .  More r e c e n t l y ,  R i c h a r  Bishop  and Thomas 

H e b e r l e i n  (13801  p r e s e n t e d  t r a v e l  c o s t  e s t i m a t e s  of h u n t i n g  

p e r m i t  v a l u e s  which  d i f f e r e d  f o u r - f o l d  when t i m e  was v a l u e d  a t  

o n e - h a l f  t h e  median income and when t ime  was o m i t t e d  a l t o g e t h e r  

f rom t h e  model .  

R e c r e a t i o n a l  e c o n o m i s t s  ( e . g .  Kenneth McConnel l ,  1 9 7 5 )  have 

u n d e r s t o o d  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  c l a s s i c a l  l a b o r - l e i s u r e  

t r a d e - o f f  t o  t h i s  p rob lem.  I n  h i s  1975 a r t i c l e  McConnell was t h e  

f i r s t  t o  d i s c u s s  t h e  one  v s .  two c o n s t r a i n t  model .  R e c o g n i z i n g  

t h a t  t i m e  r e m a i n i n g  f o r  r e c r e a t i o n  may be  t r a d e d  o f f  f o r  work 

t i m e  o r  i t  may be f i x e d ,  he  shows how t h e  n a t u r e  o f  t h e  d e c i s i o n  

p r o b l e m  i s  a d d r e s s e d  by t h e  n a t u r e  o f  t h e  t i m e  c o n s t r a i n t .  T h i s  

c h a p t e r  b e g i n s  w i t h  t h e  work o f  McConnell and d e v e l o p s  a c a r e f u l  

and  endogenous  g e n e r a l  f ramework f o r  i n c o r p o r a t i n g  t i m e .  A f t e r  

d i s c u s s i n g  t h e  wide r a n g e  o f  complex l a b o r  c o n s t r a i n t s  wh ich  t h e  

model can h a n d l e ,  we t u r n  t o  making t h e  model o p e r a t i o n a l .  The 

a p p r o a c h  d e v e l o p e d  below n o t  o n l y  i n c o r p o r a t e s  a  d e f e n s i b l e  

method f o r  t r e a t i n g  t h e  v a l u e  o f  t i m e  b u t  a l s o  p e r m i t s  s ample  

s e l e c t i o n  b i a s  ( C h a p t e r  4 )  t o  be a d d r e s s e d  and e x a c t  m e a s u r e s  o f  

w e l f a r e  ( C h a p t e r  3 )  t o  be d e r i v e d .  



Time i n  R e c r e a t i o n a l  D e c i s i o n s  

D e s p i t e  t h e  g e n e r a l  a c c e p t a n c e  t h a t  t i m e  p l a y s  an i m p o r t a n t  

r o l e  i n  r e c r e a t i o n a l  d e c i s o n s  ( e . g .  Y .  Ker ry  S m i t h ,  e t  a l . ,  

1 9 8 3 1 ,  no u n i v e r s a l l y  a c c e p t e d  method f o r  i n c o r p o r a t i n g  t i m e  i c t o  - 
r e c r e a t i o n a l  demand a n a l y s i s  h a s  emerged and methods  f o r  

" v a l u i n g "  t i m e  i n  r e c r e a t i o n a l  demand models  a r e  numerous.  While 

many have  been d e v e l o p e d  f rom a s s u m p t i o n s  based  on u t i l i t y  maxi-  

m i z i n g  b e h a v i o r ,  t h e r e  i s  no c o n s e n s u s  a s  t o  which i s  t h e  

" c o r r e c t "  method. I n  a c t u a l  a p p l i c a t i o n s ,  r e s e a r c h e r s  have  o f t e n  

been f o r c e d  t o  t a k e  a  r e l a t i v e l y  ad  hoc view o f  t h e  problem by 

i n c o r p o r a t i n g  t r a v e l  t i m e ' i n  an a r b i t r a r y  f a s h i o n  a s  an a d j u s t -  

ment  i n  a  demand f u n c t i o n  o r ,  a l t e r n a t i v e l y ,  by a s k i n g  p e o p l e  

w h a t  t h e y  would be w i l l i n g  t o  pay t o  r e d u c e  t r a v e l  t i m e .  

Ad hoc e c o n o m e t r i c  s p e c i f i c a t i o n s  o r  g e n e r a l  w i l l i n g n e s s - t o -  

pay q u e s t i o n s  a r e  p a r t i c u l a r l y  p r o b l e m a t i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  

v a l u a t i o n  b e c a u s e  t i m e  i s  s u c h  a  complex c o n c e p t .  Time, l i k e  

money, i s  a  s c a r c e  r e s o u r c e ,  f o r  which t h e r e  i s  a  c o n s t r a i n t .  

A n y t h i n g  which u s e s  t i m e  a s  an i n p u t  consumes a  r e s o u r c e  f o r  

which t h e r e  a r e  u t i l i t y - g e n e r a t i n g  a l t e r n a t i v e s .  While  t i m e  i s  

an i n p u t  i n t o  v i r t u a l l y  e v e r y  consumpt ion  e x p e r i e n c e ,  some com- 

m o d i t i e s  t a k e  e s p e c i a l l y  l a r g e  amounts  of  t i m e .  These  have  

f r e q u e n t l y  been modeled i n  a  h o u s e h o l d  p r o d u c t i o n  framework t o  

r e f l e c t  t h e  i n d i v i d u a l ' s  need  t o  combine i n p u t  p u r c h a s e s  w i t h  

h o u s e h o l d  t i m e  t o  " p r o d u c e "  a  commodity f o r  consumpt ion .  Because  

t i m e  i s  an e s s e n t i a l  i n p u t  i n t o  t h e  p r o d u c t i o n  o f  any commodity 

whlch  we migh t  c a l l  an " a c t i v i t y " ,  t i m e  i s  f r e q u e n t l y  used a s  a  

measu re  o f  t h a t  a c t i v i t y .  T h u s ,  w h i l e  t i m e  i s  f o r m a l l y  an i n p u t  



i n t o  t h e  p r o d u c t i o n  o f  t h e  c o m m o d i t y ,  i t  may a l s o  s e r v e  a s  t h e  

u n i t  o f  m e a s u r e  o f  t h e  o u t p u t .  

T h e  c o m p l e x i t y  o f  t i m e ' s  r o l e  i n  h o u s e h o l d  d e c i s i o n s  h a s  

i m p l i c a t i o n s  f o r  b o t h  t r a v e l  a n d  o n - s i t e  r e c r e a t i o n a l  t i m e .  B o t h  

r e p r e s e n t  u s e s  o f  a  s c a r c e  r e s o u r c e  a n d  t h u s  h a v e  p o s i t i v e  

o p p o r t u n i t y  c o s t s .  However ,  o n - s i t e  t i m e ,  a n d  s o m e t i m e s  t r a v e l  

t i m e ,  a r e  u s e d  a s  u n i t s  o f  m e a s u r e  o f  t h e  u t i l i t y  g e n e r a t i n g  

a c t i v i t i e s  t h e m s e l v e s .  E c o n o m i s t s  o f t e n  m e a s u r e  t h e  r e c r e a t i o n a l  

g o o d  i n  t e r m s  o f  t i m e ,  i . e .  i n  h o u r s  o r  d a y s  s p e n t  a t  t h e  s i t e .  

T r a v e l  t i m e  may a l s o  b e  a  m e a s u r e  o f  a  u t i l i t y  s e n e r a t i n g  

a c t i v i t y ,  i f  t h e  t r a v e l  i s  t h r o u g h  s c e n i c  a r e a s  o r  i f  i t  i n v o l v e s  

o t h e r  a c t i v i t i e s  s u c h  a s  v i s i t i n g  w i t h  t r a v e l l i n g  c o m p a n i o n s .  

Hence,  d i r e c t  q u e s t i o n i n g  o r  p o o r l y  c o n c e i v e d  e c o n o m e t r i c  

e s t i m a t i o n  may y i e l d  c o n f u s i n g  r e s u l t s  b e c a u s e  t h e  d i s t i n c t i o n  

b e t w e e n  t i m e  a s  a  s c a r c e  r e s o u r c e  a n d  t i m e  a s  a  m e a s u r e  o f  t h e  

u t i l i t y  g e n e r a t i n g  a c t i v i t y  is n o t  c a r e f u l l y  made. 

D o e s  t i m e  b e l o n g  i n  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n ?  V i e w e d  a s  a  

s c a r c e  r e s o u r c e .  t i m e  b y  i t s e l f  d o e s  n o t  b e l o n g  i n  t h e  u t i l t y  

f u n c t i o n .  What  does  e n t e r  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  i s  a  p r o p e r l y  

c o n c e i v e d  m e a s u r e  ( p e r h a p s  i n  u n i t s  o f  t i m e )  o f  t h e  q u a n t i t y  a n d  

q u a l i t y  o f  t h e  r e c r e a t i o n a l  a c t i v i t y .  T h i s  d o e s  n o t  p r e s e n t  

m a j o r  p r o b l e m s  when t h e  c o m m o d i t y  i s  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  f i x e d  

u n i t s  o f  o n - s i t e  t i m e  a n d  when t r a v e l  does  n o t  i n  i t s e l f  

I n f l u e n c e  u t i l i t y  l e v e l s .  E v e n  when o n  s i t e  t i m e  i s  e n d o g e n o u s ,  

h o w e v e r ,  i t  m u s t  be  a p p r o p r i a t e l y  a c c o u n t e d  f o r  a s  a  u s e  o f  t h e  

s c a r c e  r e s o u r c e .  I t s  e x c l u s i o n  f r o m  t h e  m o d e l  w i l l  b i a s  r e s u l t s  

s i n c e  t h e  same o n - s i t e  t i m e  c o s t  w i l l  be  v a l u e d  d i f f e r e n t l y  b y  



p e o p l e  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  of t i m e .  When t ime  p e r  t r i p  i s  a  

d e c i s o n  v a r i a b l e ,  an a p p r o p r i a t e  and  t r a c t a b l e  m e a s u r e  i s  n o t  

e a s i l y  c o n c e i v e d .  T h i s  C h a p t e r  f o c u s e s  s o l e l y  on t i m e  a s  a  

s c a r c e  r e s o u r c e .  

Time a s  a  Component o f  R e c r e a t i o n a l  Demand: A Review 

The f a c t  t h a t  t i m e  c o s t s  c o u l d  i n f l u e n c e  t h e  demand f o r  

r e c r e a t i o n  was r e c o g n i z e d  i n  t h e  e a r l i e s t  t r a v e l  c o s t  l i t e r a t u r e  

(Mar ion  Clawson,  1 9 5 9 ;  Marion Clawson and  J a c k  K n e t s c h ,  1 9 6 6 ) ,  

a l t h o u g h  no a t t e m p t  was made t o  e x p l i c i t l y  model t h e  r o l e  o f  t i m e  

i n  consumer b e h a v i o r .  

The p rob lems  which a r . i s e  when t i m e  i s  l e f t  o u t  o f  t h e  demand 

f o r  r e c r e a t i o n  were f i r s t  d i s c u s s e d  by Clawson and  Kne t sch  

(19661 .  C e s a r i o  and K n e t s c h  ( 1 9 7 0 )  l a t e r  a r g u e d  t h a t  t h e  

e s t i m a t i o n  o f  a demand c u r v e  which i g n o r e d  t i m e  c o s t s  would 

o v e r s t a t e  t h e  e f f e c t  o f  p r i c e  change  and  t h u s  u n d e r s t a t e  t h e  

consumer s u r p l u s  a s s o c i a t e d  w i t h  a p r i c e  i n c r e a s e .  

I n  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n ,  b o t h  t r a v e l  c o s t  a n d  t r a v e l  t i m e  

v a r i a b l e s  have  u s u a l l y  been c a l c u l a t e d  a s  f u n c t i o n s  o f  

d i s t a n c e .  As a  r e s u l t ,  i n c l u d i n g  t i m e  a s  a s e p a r a t e  v a r i a b l e  i n  

t h e  demand f u n c t i o n  t e n d e d  t o  l e a d  t o  m u l t i c o l l i n e a r i t y .  W i l l i a m  

Brown and F a r a s  Nawas ( 1 9 7 3 )  and R u s s e l l  G u m  and W i l l i a m  M a r t i n  

( 1 9 7 5 )  a t t e m p t e d  t o  d e a l  w i t h  t h e  m u l t i c o l l i n e a r i t y  i s s u e  by 

s u g g e s t i n g  t h e  u se  o f  i n d i v i d u a l  t r i p  o b s e r v a t i o n s  r a t h e r  t h a n  

z o n a l  a v e r a g e s .  In  c o n t r a s t .  C e s a r i o  and  Kne t sch  ( 1 9 7 6 )  p roposed  

combin ing  a l l  t ime  c o s t s  and  t r a v e l  c o s t s  i n t o  one  c o s t  v a r i a b l e  

t o  e l i m i n a t e  t h e  problem o f  m u l t i c o l l i n e a r i t y .  T h e s e  p a p e r s  had 

a  p r i m a r i l y  e m p i r i c a l  f o c u s ,  w i t h  emphas i s  g i v e n  t o  g e t t i n g  



e s t i m a t e s .  Demand f u n c t i o n s  were s p e c i f i e d  i n  an a d  hoc way, 

w i t h  no p a r t i c u l a r  u t i l i t y  t h e o r e t i c  u n d e r p i n n i n g s .  

Bruce  Johnson  [ I 9 6 6 1  and  Kenneth  McConnell ( 1 9 7 5 )  were among 

t h e  f i r s t  t o  c o n s i d e r  t h e  r o l e  of t i m e  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  r e c -  

r e a t i o n a l i s t ' s  u t l i t y  m a x i m i z a t i o n  problem ( a l t h o u g h  o t h e r  had 

c o n s i d e r e d  i t  i n  o t h e r  consumer d e c i s i o n  p r o b l e m s ) .  KcConnell  

s p e c i f i e d  t h e  problem i n  t h e  framework o f  t h e  c l a s s i c a l  l a b o r -  

l e i s u r e  d e c i s i o n .  The i n d i v i d u a l  maximizes  u t i l i t y  s u b j e c t  t o  a  

c o n s t r a i n t  on income and t i m e .  The income c o n s t r a i n t  i s  d e f i n e d  

by h i s  wage r a t e ,  w ,  such  t h a t  

( l a )  

where tw i s  work t i m e ,  F ( t w )  i s  wage income.  p i s  t h e  p r i c e  o f  

good x ,  r j ,  i s  t h e  q u a n t i t y  o f  r e c r e a t i o n a l  a c t i v i t y  j and  c j  i s  

t h e  money c o s t  f o r  one  u n i t  o f  r j .  His t i m e  c o n s t r a i n t  i s  

where a .  i s  t h e  money c o s t  o f  a  u n i t  o f  r j  and  t h e  c h o i c e  between J 

( I b )  and  ( l c )  depends  on w h e t h e r  o r  n o t  r e c r e a t i o n a l  t i m e  i s  

f i x e d .  S o l v i n g  ( l b l  f o r  t,,, and  s u b s t i t u t i n g  i n t o  ( l a )  y i e l d s  t h e  

m a x i m i z a t i o n  problem 

max U [ x , r )  - X(px + C c . r .  - F  f T - C a . r . \ ) ,  
J J J J 

s o  t h a t  t i m e  c o s t  i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  money c o s t  a t  t h e  

i m p l i c i t  wage r a t e  i f  r e c r e a t i o n  t i m e  i s  n o t  f i x e d .  



McConnell  ( 1 9 7 5 )  a l s o  n o t e d  t h a t  i f  i n d i v i d u a l s  were u n a b l e  

t o  c h o o s e  t h e  number o f  h o u r s  worked ,  t h e  d i r e c t  s u b s t i t u t i o n  of 

( l a )  i n t o  ( l b )  i s  n o t  p o s s i b l e .  He s u g g e s t s  t h a t  i n  t h i s  c a s e  

one  would s t i l l  need t o  v a l u e  t i m e  i n  t e r m s  o f  money b e f o r e  

i n c o r p o r a t i n g  i t  i n  t h e  demand f u n c t i o n .  T h i s  i s  c o n c e p t u a l l y  

p o s s i b l e ,  s i n c e  a t  any g i v e n  s o l u t i o n  t h e r e  would be a n  amount of 

money which t h e  i n d i v i d u a l  would be j u s t  w i l l i n g  t o  exchange  f o r  

an e x t r a  u n i t  o f  t ime s o  a s  t o  k e e p  h i s  u t i l i t y  l e v e l  c o n s t a n t .  

U n f o r t u n a t e l y ,  t h i s  r a t e  o f  t r a d e - o f f  between money and t i m e ,  

u n l i k e  t h e  wage r a t e ,  i s  n e i t h e r  o b s e r v a b l e  n o r  f i x e d .  I t  i s  

i t s e l f  a  p r o d u c t  o f  t h e  i n ' d i v i d u a l ' s  u t i l i t y  max imiz ing  d e c i -  

s i o n .  McConnell  a l s o  s u g g e s t e d  q u e s t i o n s  which m i g h t  be a s k e d  i n  

s u r v e y s  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  ( l b )  o r  ( l c )  was t h e  a p p r o p r i a t e  

c o n s t r a i n t .  

Much o f  t h e  r e c e n t  r e c r e a t i o n  demand l i t e r a t u r e  f o l l o w s  t h i s  

l i n e  o f  r e a s o n i n g  and  r e l a t e s  t h e  o p p o r t u n i t y  c o s t  o f  t i m e  i n  

some way t o  t h e  wage r a t e .  Of t h e  many models  o f  t h i s  s o r t ,  t h e  

o n e  o f f e r e d  by Kenneth  McConnell and I v a r  S t r a n d  (1981) i s  one  o f  

t h e  mos t  r e c e n t  i n  t h i s  v e i n  ( s e e  a l s o  F rank  C e s a r i o ,  1 9 7 6 ;  Smi th  

a n d  Kavanaugh;  N i c h o l s  e t  a l . ) .  T h e i r  work d e m o n s t r a t e s  a  meth-  

o d o l o g y  f rom which a  f a c t o r  o f  p r o p o r t i o n a l i t y  between t h e  wage 

r a t e  and  t h e  u n i t  c o s t  o f  t i m e  can be e s t i m a t e d  w i t h i n  t h e  

t r a d i  t o n a l  t r a v e l  c o s t  mode l .  

Hore r e c e n t l y .  V .  K e r r y  S m i t h ,  Wi l l i am Desvousges  and  

Matthew McGivney ( 1 9 8 3 )  have  a t t e m p t e d  t o  modify t h e  t r a d i t i o n a l  

r e c r e a t i o n a l  demand model s o  t h a t  more g e n e r a l  c o n s t r a i n t s  on 

i n d i v i d u a l  u s e  o f  t i m e  a r e  imposed .  They c o n s i d e r  two t i m e  



c o n s t r a i n t s ,  one  f o r  w o r k / n o n - r e c r e a t i o n a l  goods and  a n o t h e r  f o r  

r e c r e a t i o n a l  goods .  The a v a i l a b l e  r e c r e a t i o n  t i m e  c a n n o t  be 

t r a d e d  f o r  work t i m e .  The i m p l i c a t i o n s  of  t h e i r  model s u g g e s t  

t h a t  when t i m e  and income c o n s t r a i n t s  c a n n o t  be r e d u c e d  t o  one 

c o n s t r a i n t ,  t h e  m a r g i n a l  e f f e c t  o f  t r a v e l  and  o n - s i t e  t i m e  on 

r e c r e a t i o n a l  demand i s  r e l a t e d  t o  t h e  wage r a t e  o n l y  t h r o u g h  t h e  

income e f f e c t  and  i n  t h e  mos t  i n d i r e c t  manner.  U n f o r t u n a t e l y ,  

t h e i r  model " d o e s  n o t  s u g g e s t  an e m p i r i c a l l y  f e a s i b l e  a p p r o a c h  

f o r  t r e a t i n g  t h e s e  t i m e  c o s t s "  ( p .  2 6 4 1 .  F o r  e s t i m a t i o n ,  t h e y  

c o n f i n e  t h e m s e l v e s  t o  an ad hoc m o d i f i c a t i o n  o f  a t r a d i t o n a l  

demand s p e c i f i c a t i o n .  

R e s e a r c h e r s  a r e  t h u s  l e f t  w i t h  c o n s i d e r a b l e  c o n f u s i o n  a b o u t  

t h e  r o l e  o f  t h e  wage r a t e  i n  s p e c i f y i n g  an i n d i v i d u a l ' s  v a l u e  o f  

t i m e .  B u t  t h e r e  i s  an i m p o r t a n t  body of  economics  l i t e r a t u r e ,  

somewhat b e t t e r  d e v e l o p e d ,  which h a s  a t t e m p t e d  t o  d e a l  w i t h  

s i m i l a r  i s s u e s .  J u s t  a s  t h e  e a r l y  l i t e r a t u r e  on t h e  l a b o r -  

l e i s u r e  d e c i s i o n  p r o v i d e d  i n i t i a l  i n s i g h t s  i n t o  t h e  m o d e l l i n g  o f  

t i m e  i n  r e c r e a t i o n a l  demand, more r e c e n t  l i t e r a t u r e  on l a b o r  

s u p p l y  b e h a v i o r  p r o v i d e s  f u r t h e r  r e f i n e m e n t .  

Labor  Supp ly  L i t e r a t u r e :  A Review 

The f i r s t  g e n e r a t i o n  of  l a b o r  s u p p l y  mode l s  r e s e m b l e d  t h e  

t r a d i t i o n a l  r e c r e a t i o n a l  demand l i t e r a t u r e  i n  a  number o f  ways. 

T h e s e  mode l s  t r e a t e d  work t i m e  a s  a  c o n t i n u o u s  c h o i c e  v a r i a b l e .  

A b u d g e t  c o n s t r a i n t  such  a s  t h a t  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  5 . 1  was a s -  

sumed f o r  e a c h  i n d i v i d u a l ,  s u g g e s t i n g  t h e  p o t e n t i a l  f o r  a  con- 

t i n u o u s  t r a d e - o f f  between money and  l e i s u r e  t i m e  a t  t h e  wage 

r a t e ,  w .  In  t h i s  g r a p h ,  E i s  non-wage income and T i s  t o t a l  



a v a i l a b l e  h o u r s .  P a r t i c i p a n t s  i n  t h e  l a b o r  f o r c e  w e r e  a s s u m e d  t o  

be  a t  p o i n t s  i n  t h e  o p e n  i n t e r v a l  ( B C )  o n  t h e  b u d g e t  l i n e ,  e q u z t -  

i n g  t h e i r  m a r g i n a l  r a t e s  o f  s u b s t i t u t i o n  b e t w e e n  l e i s u r e  a n d  

g o o d s  t o  t h e  wage r a t e .  T h o s e  who d i d  n o t  p a r t i c i p a t e  w e r e  f o u n d  

a t  t h e  c o r n e r  s o l u t i o n  B .  

1 n  come 

T - 4 0  L e i s u r e  t i m e  

F i g u r e  5 .1 :  The  f i r s t  g e n e r a t i o n  b u d g e t  c o n s t r a i n t  



O t h e r  r e s e a r c h e r s  a r g u e d  t h a t  work t i m e  may n o t  be a  c h o i c e  

v a r i a b l e .  I n d i v i d u a l s  m i g h t  be " r a t i o n e d "  w i t h  r e s p e c t  t o  l a b o r  

s u p p l y  i n  a  " t a k e - i t - o r - l e a v e - i t "  f a s h i o n ,  t h a t  i s  t h e y  may be 

f o r c e d  t o  c h o o s e  be tween  a  g i v e n  number o f  work h o u r s  ( s a y  40 

h o u r s / w e e k l  o r  none a t  a l l  ( P e r l m a n ,  1 9 6 6 ;  Mossin  and 

B r o n f e n b r e n n e r ,  1 9 6 7 ) .  In  t h i s  c o n t e x t ,  t h e r e  i s  no o p p o r t u n i t y  

f o r  m a r g i n a l l y  a d j u s t i n g  work h o u r s ,  and a l l  i n d i v i d u a l s  a r e  

found  a t  o n e  o f  two c o r n e r  s o l u t i o n s  ( A  o r  B i n  F i g u r e  5 . 1 ) .  

Whi le  u s e f u l  i n  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  g e n e r a l  n a t u r e  o f  a  t i m e  

a l l o c a t i o n  p r o b l e m ,  f i r s t  g e n e r a t i o n  l a b o r  s u p p l y  models  were  

c r i t i c i z e d  on b o t h  t h e o r e t i c a l  and  e c o n o m e t r i c  g r o u n d s .  These  

c o n c e r n s  f o s t e r e d  a  s e c o n d  g e n e r a t i o n  o f  l a b o r  s u p p l y  r e s e a r c h  

which made improvements  i n  m o d e l l i n g  o f  c o n s t r a i n t s  and i n  

e s t i m a t i n g  p a r a m e t e r s  a s  w e l l  a s  making models  more c o n s i s t e n t  

w i t h  u t i l i t y  max imiz ing  a s s u m p t i o n s  ( s e e  Mark K i l l i n g s w o r t h .  

1 9 8 3 ,  p. 130-1). Each o f  t h e s e  a r e a s  o f  d e v e l o p m e n t  have  

i m p l i c a t i o n s  f o r  t h e  r e c r e a t i o n  p rob lem.  

The s e c o n d  g e n e r a t i o n  o f  l a b o r  s u p p l y  l i t e r a t u r e  ( s e e  f o r  

example  0. A s h e n f e l t e r ,  1 9 8 0 ;  J .  C .  Ham, 1 9 8 2 ;  Gary  B u r t l e s s  and 

J e r r y  Hausman. 1 9 7 8 )  g e n e r a l i z e d  t h e  b u d g e t  l i n e  t o  r e f l e c t  more 

r e a l i s t i c  a s s u m p t i o n s  a b o u t  employment  o p p o r t u n i t i e s .  As 

K i l l i n g s w o r t h  s t a t e s  i n  h i s  s u r v e y .  " . . . t h e  b u d g e t  l i n e  may n o t  

be  a  s t r a i g h t  l i n e :  I t s  s l o p e  may change  ( f o r  e x a m p l e ,  t h e  wage 

a  m o o n l i g h t e r  g e t s  when he m o o n l i g h t s  may d i f f e r  f rom t h e  wage he 

g e t s  a t  h i s  ' f i r s t '  j o b ) ,  and i t  may a l s o  have ' h o l e s '  ( f o r  

e x a n p l e ,  i t  may n o t  be p o s s i b l e  t o  work between z e r o  and  f o u r  

h o u r s ) " .  



To a p p r e c i a t e  t h i s  p o i n t ,  c o n s i d e r  an e x a m p l e :  an  individual 

whose p r i m a r y  j o b  r e q u i r e s  T  h o u r s  p e r  week w i t h i n  a  t o t a l  t i n e  
P  

c o n s t r a i n t  o f  T h o u r s  p e r  week.  T h e  r e l e v a n t  wage r a t e  a t  t h i s  

p r i m a r y  j o b  i s  w p  a n d  i s  d e p l c t e d  i n  F i g b r e  5 . 2  a s  t h e  s l o p e  o f  

t h e  i m p l i e d  l i n e  s e g r e n t  b e t w e e n  A a n d  B .  T h i s  i n d i v i d u a l  can 

e a r n  m o r e  wage i n c o m e  o n l y  b y  m o o n l i g h t i n g  a t  a  j o b  w i t h  a  l o i e r  

wage r a t e  ( d e p i c t e d  b y  t h e  s l o p e  o f  t h e  s e g m e n t  b e t w e e n  A a n d  

C ) .  H i s  r e l e v a n t  b u d g e t  l i n e  i s  s e g m e n t  AC a n d  p o i n t  B .  Depend-  

i n g  o n  h i s  p r e f e r e n c e  f o r  g o o d s  a n d  l e i s u r e .  he  may c h o o s e  n o t  t o  

w o r k  a n d  b e  a t  B;  he  may w o r k  a  f i x e d  w o r k  week a t  A ;  o r  h e  may 

t a k e  a  s e c o n d  j o b  a n d  b e  a l o n g  t h e  s e g m e n t  BC.  C o n s i d e r a t i o n  o f  

m o r e  r e a l i s t i c  e m p l o y m e n t  c o n s t r a i n t s  s u c h  a s  t h e s e  h a v e  i m p l i c a -  

t i o n s  f o r  m o d e l  s p e c i f i c a t i o n .  O n l y  t h o s e  i n d i v i d u a l s  who c h o o s e  

t o  w o r k  j o b s  w i t h  f l e x i b l e  w o r k  h o u r s  ( s u c h  a s  s e c o n d  j o b s  o r  

p a r t - t i m e  j o b s )  c a n  a d j u s t  t h e i r  m a r g i n a l  r a t e s  o f  s u b s t i t u t i o n  

o f  g o o d s  f o r  l e i s u r e  t o  t h e  wage r a t e .  A l l  o t h e r s  c a n  be  f o u n d  

a t  c o r n e r  s o l u t i o n s  w h e r e  no  s u c h  e q u i m a r g i n a l  c o n d i t i o n s  h o l d .  

I n c o m e  

T  -7 T L e i s u r e  t i m e  

F i g u r e  5 . 2 :  S e c o n d  g e n e r a t i o n  b u d g e t  c o n s t r a i n t s  



TWO o t h e r  a s p e c t s  o f  t h e  s e c o n d  g e n e r a t i o n  l a b o r  s u p p l y  

models  a r e  n o t e w o r t h y .  The f i r s t  g e n e r a t i o n  s t u d i e s  e s t i m a t e d  

f u n c t i o n s  which were  s p e c i f i e d  i n  a  r e l a t i v e l y  ad  hoc manner .  By 

c o n t r a s t ,  s e c o n d  g e n e r a t i o n  models  have t e n d e d  t o  be u t i l i t y -  

t h e o r e t i c .  T h i s  h a s  been a c c o m p l i s h e d  by d e r i v i n g  s p e c i f i c  l a b o r  

s u p p l y  f u n c t i o n s  f rom d i r e c t  o r  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  ( James  

Heckman. Hark K i l l i n g s w o r t h ,  and T. MacCurdy, 1 9 8 1 ;  Gary B u r t l e s s  

a n d  J e r r y  Hausman, 1 9 7 8 ;  Wales and  Woodland, 1 9 7 6 ,  1 9 7 7 ) .  Such 

u t l i t y - t h e o r e t i c  mode l s  have  p a r t i c u l a r  a p p e a l  f o r  r e c r e a t i o n a l  

b e n e f i t  e s t i a a t i o n  b e c a u s e  t h e y  a l l o w  e s t i m a t i o n  o f  e x a c t  w e l f a r e  

m e a s u r e s .  A d d i t i o n a l l y .  f i r s t  g e n e r a t i o n  r e s e a r c h  was c o n c e r n e d  

e i t h e r  w i t h  t h e  d i s c r e t e  work/non-work d e c i s i o n  o r  w i t h  t h e  

c o n t i n u o u s  hou r s -o f -work  d e c i s i o n .  Second  g e n e r a t i o n  e m p i r i c a l  

s t u d i e s  r e c o g n i z e d  t h e  p o t e n t i a l  b i a s  and i n e f f i c i e n c y  o f  

e s t i m a t i n g  t h e  two p rob lems  i n d e p e n d e n t l y  and employed e s t i m a t i o n  

t e c h n i q u e s  t o  c o r r e c t  f o r  t h i s .  

A P r o p o s e d  R e c r e a t i o n a l  Demand Model - 
I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  n a t u r e  o f  an i n d i v i d u a l ' s  l a b o r  s u p p l y  

d e c i s i o n  d e t e r m i n e s  w h e t h e r  h i s  wage r a t e  w i l l  y i e l d  i n f o r m a t i o n  

a b o u t  t h e  m a r g i n a l  v a l u e  o f  h i s  t i m e .  I n  t h e  r e c r e a t i o n a l  

l i t e r a t u r e ,  r e s e a r c h e r s  have  c o n v e n t i o n a l l y  viewed o n l y  two p o l a r  

c a s e s :  e i t h e r  i n d i v i d u a l s  a r e  assumed t o  f a c e  p e r f e c t  

s u b s t i t u t a b i l i t y  between work and  l e i s u r e  t i m e  o r  work t i m e  i s  

assumed f i x e d .  The c h o i c e  between t h e s e  two c a s e s  i s  l e s s  t h a n  

a p p e a l i n g .  Few p e o p l e  can be c o n s i d e r e d  t o  h a v e  a b s o l u t e l y  f i x e d  

work t i m e ,  s i n c e  p a r t - t i m e  s e c o n d a r y  j o b s  a r e  a l w a y s  p o s s i b l e .  

On t h e  o t h e r  hand ,  o n l y  some p r o f e s s i o n s  a l l o w  f r e e  c h o i c e  o f  



w o r k  h o u r s  a t  a  c o n s t a n t  w a g e  r a t e .  A d d i t i o n a l l y  n o  s a m p l e  o f  

i n d i v i d u a l s  i s  l i k e l y  t o  b e  h o m o g e n e o u s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e s e  

l a b o r  m a r k e t  a l t e r n a t i v e s .  A w o r k a b l e  r e c r e a t i o n  d e m a n d  m o d e l  

m u s t  r e f l e c t  t h e  i m p l i c a t i o n s  w h i c h  l a b o r  d e c i s i o n s  h a v e  o n  t i r e  

v a l u a t i o n  a n d  a l l o w  t h e s e  d e c i s i o n s  t o  v a r y  o v e r  i n d i v i d u a l s .  

I n  d e v e l o p i n g  a  b e h a v i o r a l  m o d e l  t h a t  i n c l u d e s  t i m e  a s  a n  

i n p u t  i t  i s  u s e f u l  t o  b r o a d e n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  n a t u r e  o f  

t h e  d e c i s i o n  p r o b l e m  b e y o n d  t h e  s i m p l e  t r a v e l  c o s t  f r a m e w o r k .  

T h e  m o r e  g e n e r a l  h o u s e h o l d  p r o d u c t i o n  m o d e l  d e p i c t s  t h e  

i n d i v i d u a l  m a x i m i z i n g  u t i l i t y  b y  c h o o s i n g  a f l o w  o f  r e c r e a t i o n a l  

s e r v i c e s ,  x R ,  a n d  a v e c t o r  o f  o t h e r  c o m m o d i t i e s ,  x N .  A v e c t o r  o f  

g o o d s ,  S R ,  i s  c o m b i n e d  w i t h  r e c r e a t i o n  t i m e ,  T G ,  t o  p r o d u c e  x ~ .  

B o t h  t i m e ,  T H ,  a n d  p u r c h a s e d  i n p u t s ,  S N ,  may b e  r e q u i r e d  t o  

p r o d u c e  x N .  

T h e  i n d i v i d u a l ' s  c o n s t r a i n e d  u t i l i t y  m a x i m i z i n g  p r o b l e m  c a n  

be  r e p r e s e n t e d  a s  

Max U ( x R , x ~ )  
S , T  

s u b j e c t  t o  X R  = f ( S R , T R ) .  

X N  = g ( S N , T N I r  

E + h' = v N ' S N  + v R 5 S R .  

a n d  

T  = T, - T R  - T N .  

w h e r e  U (  ... ) i s  a  q u a s i - c o n c a v e ,  t w i c e - d i f f e r e n t i a b l e  u t i l i t y  

f u n c t i o n ,  f (  ... ) a n d  g (  ... ) a r e  v e c t o r s  o f  q u a s i - c o n v e x ,  t w i c e -  

d i f f e r e n t i a b l e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s ,  E + X i s  t h e  sum o f  t h e  

i n d i v i d u a l ' s  n o n - w a g e  a n d  w a g e  i n c o m e ,  v R  a n d  vti a r e  t h e  p r i c e  



v e c t o r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  v e c t o r s  o f  r e c r e a t i o n a l  a n d  n o n -  

r e c r e a t i o n a l  i n p u t s  r e s p e c t i v e l y ,  T X  i s  l a b o r  t i m e  s u p p l i e d ,  and  
I 

T  i s  t h e  t o t a l  t i m e  a v a i l a b l e .  

We r e d u c e  t h e  p r o b l e m  by a s s u m i n g  ( a s  do O s c a r  B u r t  a n d  

I 
Thomas B r e w e r ,  1 9 7 1 ,  a n d  o t h e r s  b e f o r e  u s )  a  L e o n t i e f ,  f i x e d -  1 
p r o p o r t i o n s  t e c h n o l o g y .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  a s s u m i n g  t h a t  t h e  I 

c o m m o d i t i e s ,  i . e .  t h e  x ' s ,  h a v e  f i x e d  t i m e  a n d  money c o s t s  p e r  
1 

u n i t  g i v e n  b y  t a n d  p, r e s p e c t i v e l y .  F o r  t h e  r e c r e a t i o n  good ,  
I 

X R ,  i t  i m p l i e s  t h a t  a  u n i t  o f  xR  ( e . 9 .  a  v i s i t )  h a s  a  c o n s t a n t  

m a r g i n a l  c o s t  [ p R )  a n d  f i x e d  t r a v e l  a n d  o n - s i t e  t i m e  r e q u i r e m e n t s  I 

( t R f .  A l l  o t h e r  c o m m o d i t i e s  a r e  s u b j e c t  t o  u n i t  money o r  t i m e  I 
! 

c o s t s  a n d  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  becomes 

( 3 )  Max U ( x R , x N )  
X~ X~ 

I 
s u b j e c t  t o  E + W - p R ' x R  - P N ' X N  = 0 ,  I 

a n d  T - T, - t R b x R  - t N ' x N  = 0, 

w e r e  p  a n d  t a r e  t h e  u n i t  money a n d  t i m e  p r i c e s  o f  t h e  x ' s .  

I n  o r d e r  t o  c h a r a c t e r i z e  a n  i n d i v i d u a l ' s  s o l u t i o n  t o  t h e  

p r o b l e m  p o s e d  i n  ( 3 1 ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  know t h e  n a t u r e  o f  t h e  

l a b o r  m a r k e t  c o n s t r a i n t s .  We c o n s i d e r  t w o  p o s s i b i l i t i e s .  F i r s t ,  

a n  i n t e r i o r  s o l u t i o n  may b e  a c h i e v e d ,  s u c h  a s  a l o n g  l i n e  s e g m e n t  

AC i n  F i g u r e  5.2. He c a n  a d j u s t  w o r k  t i m e  s u c h  t h a t  h i s  m a r g i n a l  

r a t e  o f  s u b s t i t u t i o n  b e t w e e n  l e i s u r e  a n d  g o o d s  e q u a l s  h i s  

e f f e c t i v e  ( m a r g i n a l )  wage r a t e .  As K i l l i n g s w o r t h  p o i n t s  o u t ,  

t h i s  i s  m o s t  l i k e l y  t o  be  t r u e  f o r  i n d i v i d u a l s  who w o r k  o v e r t i m e  

o r  s e c o n d a r y  j o b s ,  b u t  may a l s o  b e  t r u e  f o r  t h o s e  w l t h  p a r t - t i m e  

j o b s  a n d  t h o s e  ( e . 9 .  t h e  s e l f - e m p l o y e d )  w i t h  d i s c r e t i o n  o v e r  

t h e i r  w o r k  t i m e .  An i n d i v i d u a l  may, a l t e r n a t i v e l y ,  be  a t  a  



c o r n e r  s o l u t i o n  s u c h  a s  p o i n t  A o r  E i n  F i g u r e  5 . 2 .  P o i n t  B i s  

a s s o c i a t e d  w i t h  u n e m p l o y m e n t ,  w h i l e  an i n d i v i d u a l  a t  p o i n t  A 

w o r k s  some f i x e d  w o r k  week a t  wage wp a n d  has  t h e  o p p o r t u n i t y  t o  

w o r k  m o r e  h o u r s  o n l y  a t  a l o w e r  wage.  I n  n e i t h e r  c a s e  i s  t h c r e  a 

r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  wage r a t e  t h e  i n d i v i d u a l  f a c e s  a n d  h l s  

v a l u a t i o n  o f  t i m e .  1 

S t r i c t l y  s p e a k i n g ,  t h e  p r o b l e m  i n  ( 3 )  r e q u i r e s  t h e  s i m u l -  

t a n e o u s  c h o i c e  o f  T,,, a n d  a l l  o f  t h e  x ' s .  I n  o r d e r  t o  a v o i d  t h e  

c o m p l e x i t y  o f  e s t i m a t i n g  b o t h  t h e  l a b o r  s u p p l y  a n d  r e c r e a t i o n  de-  

mand d e c i s i o n s ,  an  i n d i v i d u a l ' s  d e c i s i o n  a s  t o  h i s  l o c a t i o n  o n  

t h e  l a b o r  c o n s t r a i n t  i s  t r e a t e d  as  a n  i n i t i a l  c o n d i t i o n  a n d  t h e  

i m p l i c a t i o n s  o f  t h i s  d e c i s i o n  f o r  r e c r e a t i o n a l  demand a n a l y s i s  i s  

e x a m i n e d .  

T h e  p r o b l e m  a s  p o s e d  i n  ( 3 )  i s  r e s t a t e d  a n d  t h e  f i r s t - o r d e r  

c o n d i t i o n s  p r o v i d e d ,  g i v e n  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n s  t o  t h e  l a b o r  

s u p p l y  p r o b l e m .  F o r  i n d i v i d u a l s  a t  c o r n e r  s o l u t i o n s  ( s u c h  a s  E 

o r  A i n  F i g u r e  5 . 2 ) ,  t h e  p r o b l e m  becomes 

( 4  Max U f x )  + k ( Y  - Cpixi) + u(T - Z t i x i )  

w h e r e  Y i s  e f f e c t i v e  i n c o m e  ( i n c l u d i n g  t h e  i n d i v i d u a l ' s  wage 

i n c o m e  i f  he  w o r k s  a n d  nonwage i n c o m e  w h i c h  may i n c l u d e  t h e  

i n d i v i d u a l ' s  s h a r e  o f  t h e  e a r n i n g s  o f  o t h e r  h o u s e h o l d  m e m b e r s ) .  

The  v a r i a b l e  T i s  t i m e  a v a i l a b l e  ( a f t e r  w o r k )  f o r  h o u s e h o l d  

p r o d u c t i o n  o f  c o m m o d i t i e s ,  i n c l u d i n g  r e c r e a t i o n .  



F i r s t  o r d e r  c o n d i t i o n s  a r e  

Note t h a t  s i n c e  work t ime  c a n n o t  be a d j u s t e d  m a r g i n a l l y ,  t h e  t w o  

c o n s t r a i n t s  a r e  n o t  c o l l a p s i b l e .  S o l v i n g  ( 4 a l  f o r  t h e  demand f o r  

X R  y i e l d s  a  demand f u n c t o n  o f  t h e  g e n e r a l  form 

where  p0  and to a r e  t h e  v e c t o r s  o f  money a n d  t ime c o s t s  o f  a l l  

o t h e r  goods  and E i s  t h e  random e l e m e n t  i n  t h e  model .  ( T h e  

p r o p e r t i e s  o f  t h i s  demand f u n c t i o n  a r e  d e t a i l e d  i n  t h e  Appendix 

t o  t h i s  C h a p t e r .  

F o r  an i n t e r i o r  s o l u t i o n  i n  t h e  l a b o r  m a r k e t ,  however ,  a t  

l e a s t  some component  o f  work time i s  d i s c r e t i o n a r y  and  t i m e  can 

be t r a d e d  f o r  money a t  t h e  m a r g i n .  Thus ,  t h e  t i m e  c o n s t r a i n t  can 

be s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  income c o n s t r a i n t ,  y i e l d i n g  

where  w D  i s  t h e  wage r a t e  a p p l i c a b l e  t o  d i s c r e t i o n a r y  employment ,  

and Y i s  income f rom n o n - d i s c r e t i o n a r y  s o u r c e s ,  i . e .  t h e  

i n d i v i d u a l ' s  nonwage income p l u s  any income e a r n e d  a t  j o b s  w i t h  

f i x e d  t i m e  r e q u i r e m e n t s .  The v a r i a b l e  T i s  discretionary t i m e ,  

i . e .  t i m e  a v a i l a b l e  f o r  d i s c r e t i o n a r y  work and h o u s e h o l d  

p r o d u c t i o n .  



The m a x i m i z a t i o n  prob lem c o n d i t i o n e d  on an i n t e r i o r  s o l u t i o n  

t o  t h e  l a b o r  s u p p l y  d e c i s i o n  i s  

( 5 )  M a x  U ( x l  + 6 f Y  + w D T  - z ( p i  + w t ) x i )  
X 

D i  

F i r s t  o r d e r  c o n d i t i o n s  a r e  

Y + w D T  - z ( p i  + w D t i ) x i  = 0.  

S o l v i n g  f o r  t h e  g e n e r a l  fo rm o f  r e c r e a t i o n a l  demand y i e l d s  

Note t h a t ,  f o r  e m p i r i c a l  p u r p o s e s ,  t h e  t e r m  Y + wDT can be r e -  

e x p r e s s e d  a s  Y + w D t D  + W D ( T  - tD)  where  tD i s  d i s c r e t i o n a r y  work 

t i m e .  Y i s  t o t a l  income,  and  T - t D  i s  t h e  t i m e  a v a i l a b l e  f o r  

h o u s e h o l d  p r o d u c t i o n  ( o r  t o t a l  t i m e  minus  a l l  h o u r s  w o r k e d ) .  

C o n s i d e r a t i o n  o f  demand f u n c t i o n s  ( 4 b )  and  (5b) s u g g e s t s  

t h a t  t h e  d a t a  r e q u i r e m e n t s  o f  e s t i m a t i o n  a r e  n o t  o v e r l y  complex 

o r  s u b s t a n t i a l .  In  a d d i t i o n  t o  t h e  u s u a l  q u e s t i o n s  a b o u t  income,  

t i m e  and money c o s t s ,  o n e  need  o n l y  a s k  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  i n d i -  

v i d u a l  h a s  d i s c r e t i o n  o v e r  any p a r t  o f  h i s  work t i m e .  I f  he  

d o e s ,  h i s  d i s c r e t i o n a r y  wage must  be e l i c i t e d .  

In  p r o b l e m  ( 5 )  t h e  r e c r e a t i o n a l  demand f u n c t i o n  i s  c o n d i -  

t i o n e d  on t h e  i n d i v i d u a l  h a v i n g  chosen  an i n t e r i o r  s o l u t i o n  i n  

t h e  l a b o r  m a r k e t .  The wage r a t e  ( w D )  r e f l e c t s  t h e  i n d i v i d u a l ' s  

v a l u e  o f  t i m e  b e c a u s e  work and l e i s u r e  can be t r a d e d - o f f  marg in -  

a l l y .  Hswever ,  when t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e  a s  i n  p rob lem ( 4 ) .  t h e  

m a r g i n z l  v a l u e  of t h e  i n d i v i d u a l ' s  t i m e  i n  o t h e r  u s e s  i s  n o t  



e q u a l  t o  t h e  wage r a t e  he f a c e s .  As a  r e s u l t  we have no o b s e r -  
Fi 

v a b l e  e v i d e n c e  a s  t o  t h e  v a l u e  o f  h i s  t i m e .  However no such  e v i -  c; 
dence  i s  n e c e z s a r y  f o r  r e c r e a t i o n  demand e s t i m a t i o n  s i n c e ,  from ( 4 a -  

b )  we s e e  t h a t  t h e  t ime  p r i c e  e n t e r s  t h e  demand f u n c t i o n  d i r e c t l y .  
E 

C o n s i d e r a t i o n s  f o r  E s t i m a t i n g  R e c r e a t i o n a l  B e n e f i t s  

I n  o r d e r  t o  e s t i m a t e  r e c r e a t i o n a l  demand f u n c t i o n s  and  t h u s  

d e r i v e  b e n e f i t  e s t i m a t e s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  a  s p e c i f i c  I 
form f o r  t h e  demand e q u a t i o n  and t o  p o s t u l a t e  an e r r o r  

s t r u c t u r e .  I n  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  t h e  n a t u r e  o f  t h i s  c h o i c e ,  a s  

w e l l  a s  t h e  means by which e x a c t  w e l f a r e  m e a s u r e s  can  be 

o b t a i n e d ,  h a s  been d i s c u s s e d .  

The method of  i n t e g r a t i n g  back t o  a  u t i l i t y  f u n c t i o n  from a  I 
demand f u n c t i o n  has  been shown o n l y  f o r  t h e  c a s e  where t h e  demand 

f u n c t i o n  d e r i v e s  from u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  a  bu : g e t  

c o n s t r a i n t .  The n a t u r e  o f  t h e  l a b o r  m a r k e t  d e c i s i o n  c o m p l i c a t e s  

t h e  c o n s t r a i n t  s e t  f a c i n g  t h e  i n d i v i d u a l .  When t h e  i n d i v i d u a l  i s  

a t  an i n t e r i o r  s o l u t i o n  t h e  t i m e  and  income c o n s t r a i n t s  c o l l a p s e ,  

and t h e  p rob lem i s  f o r m a l l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  c l a s s i c a l ,  o n e  

c o n s t r a i n t  p rob lem.  However, when t h e  i n d i v i d u a l  i s  a t  a  c o r n e r  

s o l u t i o n ,  he f a c e s  two n o n c o l l a p s i b l e  c o n s t r a i n t s .  

The c o m p a r a t i v e  s t a t i c s  and g e n e r a l  d u a l i t y  r e s u l t s  o f  

u t i l i t y  max imaza t ion  i n  t h e  c o n t e x t  o f  two c o n s t r a i n t s  a r e  

d e v e l o p e d  i n  t h e  Appendix t o  t h i s  C h a p t e r .  T h e r e ,  i t  i s  

d e a o n s t r a t e d  r i g o r o u s l y  t h a t  m a x i m i z a t i o n  u n d e r  two l i n e a r  

c o n s t r a i n t s  y i e l d s  a  demand f u n c t i o n  w i t h  p r o p e r t i e s  a n a l o g o u s  t o  

t h e  one c o n s t r a i n t  c a s e .  The demand f u n c t i o n  i s  s t i l l  



homogeneous  o f  d e g r e e  z e r o ,  b u t  i n  a  l a r g e r  l i s t  o f  a r g u m e n t s  - 

money p r i c e s ,  t i m e  p r i c e s ,  i n c o m e  a n d  t i n e  endowments .  I t  a l s o  

s a t i s f i e s  u s u a l  a g g r e g a t i o n  c o n d i t i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  two d u a l s  

a r e  shown t o  e x i s t  - o n e  w h i c h  m i n i m i z e s  money c o s t s  s u b j e c t  t o  

u t i l i t y  a n d  t i m e  c o n s t r a i n t s  a n d  t h e  o t h e r  w h i c h  m i n i m i z e s  t i m e  

c o s t s  s u b j e c t  t o  u t i l i t y  a n d  i n c o m e  c o n s t r a i n t s .  A s s o c i a t e d  w i t h  

e a c h  d u a l  i s  an e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n  a n d  a  c o m p e n s a t e d  demand. 

B o t h  i n c o m e  a n d  t i m e  c o m p e n s a t e d  demands a r e  own p r i c e  downward  

s l o p i n g  a n d  p o s s e s s  s y m m e t r i c ,  n e g a t i v e  s e m i d e f i n i t e  s u b s t i t u t i o n  

m a t r i c e s .  

I n t e g r a t i n g  b a c k  f r o m  a  demand f u n c t i o n  t o  an  i n d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n  i s  n o t  so s t r a i g h t f o r w a r d  w i t h  t w o  

c o n s t r a i n t s .  C o n s e q u e n t l y  i t  i s  u s e f u l  t o  b e g i n  w i t h  a  d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n  a n d  s o l v e  f o r  r e c r e a t i o n a l  demand f u n c t i o n s  by  

m a x i m i z i n g  u t i l i t y  s u b j e c t  t o  t h e  a p p r o p r i a t e  c o n s t r a i n t  s e t .  

T h e  f o r m  o f  t h e  demand f u n c t i o n s  a n d  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n  w i l l  d e p e n d  o n  w h i c h  constraint s e t  i s  r e l e v a n t .  R a t h e r  

t h a n  d e a l  w i t h  t h e  g e n e r a l  m o d e l ,  we p r e f e r  s h o w i n g  a  s p e c i f i c  

c a s e  w h i c h  h a s  been  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 

T h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  c h o s e n  f o r  i l l u s t r a t i o n  i s  

I n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  a,B,y I '  and  y2  a r e  p a r a m e t e r s  

common t o  a l l  i n d i v i d u a l s  a n d  E r e p r e s e n t s  a r a n d o m  e l e m e n t  

r e f l e c t i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  p r e f e r e n c e s  o v e r  t h e  p o p u l a t i o n .  

The r a n d o m  v a r i a b l e ,  c ,  i s  assumed t o  be d i s t r i b u t e d  n o r m a l l y  

2 w i t h  mean z e r o  a n d  c o n s t a n t  v a r i a n c e ,  0 . 



The r e c r e a t i o n a l  good i s  d e s i g n a t e d  a s  xl. We p a r t i t i o n  t h e  

s e t  o f  o t h e r  goods such  t h a t  x 2  i s  a b u n d l e  o f  goods w i t h  money 

b u t  no s i g n i f i c a n t  t i m e  c o s t s .  The b u n d l e ,  x p ,  i s  a  n u m e r a i r e  

such  t h a t  t h e  money p r i c e  o f  r e c r e a t i o n  i s  n o r m a l i z e d  w i t h  

r e s p e c t  t o  p 2 .  H i c k s i a n  bund le  x3 i s  a  b u n d l e  o f  goods w i t h  t i n e  

b u t  n o t  s i g n i f i c a n t  money c o s t s  and  s e r v e s  a s  a  n u m e r a i r e  s u c h  

t h a t  t i m e  p r i c e s  a r e  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t3. Thus t h e  

g e n e r a l  c o n s t r a i n t  s e t  i s  

and  

where  p 2  and  t3 a r e  assumed t o  be e q u a l  t o  one f o r t h w i t h .  

S o l v i n g  t h e  s y s t e m  f o r  t h e  optimum v a l u e  o f  x l  and  

d e n o t i n g  e / ( Y 1  + y 2 )  a s  B ' ,  y i e l d s  o r d i n a r y  r e c r e a t i o n a l  demend 

f u n c t i o n s ,  c o n d i t i o n e d  on e a c h  l a b o r  s u p p l y  d e c i s i o n ,  o f  t h e  form 

f o r  i n d i v i d u a l s  a t  c o r n e r  s o l u t i o n s  i n  t h e  l a b o r  m a r k e t ,  and 

f o r  i n d i v i d u a t s  a t  i n t e r i o r  s o l u t i o n s  i n  t h e  l a b o r  m a r k e t . 2  

T h e s e  e s t i m a t i n g  e q u a t i o n s  a r e  u s e f u l  i f  t h e y  a l l o w  us  t o  r e c o v e r  

e s t i m a t e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  o u r  w e l f a r e  m e a s u r e .  

We choose  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  of  a  p r i c e  change  which 

d r i v e s  x l  t o  z e r o  a s  o u r  money measu re  o f  w e l f a r e .  The com- 

p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  e x p r e s s i o n  found  i n  T a b l e  3 . 1  i s  d i r e c t l y  

a p p l i c a b l e  t o  t h e  one  c o n s t r a i n t  c a s e ,  y i e l d i n g  



f o r  t h e  i n t e r i o r  s o l u t i o n .  C o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  f o r  t h e  t w o  

c o n s t r a i n t  c a s e  c a n  b e  s p e c i f i e d  b y  f i r s t  s u b s t i t u t i n g  d e m a n d  

f u n c t i o n s  i n t o  ( 7 )  t o  o b t a i n  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  

a n d  i n v e r t i n g  t o  o b t a i n  t h e  m o n e y  e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n  

T h e  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  f o r  a l o s s  o f  t h e  r e c r e a t i o n  g o o d  i s  

t h e n  

E s t i m a t i n g  t h e  M o d e l :  T h e  L i k e l i h o o d  F u n c t i o n  

As d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 a  r a n d o m  s a m p l e  o f  t h e  p o p u l a t i o n  

w i l l  p r o d u c e  a  s i g n i f i c a n t  p o r t i o n  o f  n o n  p a r t i c i p a n t s .  We em- 

p l o y  t h e  T o b i t  m o d e l  ( d i s c u s s e d  i n  t h a t  c h a p t e r )  w h i c h  i m p l i e s  

t h a t  t h e  j th  i n d i v i d u a l  w i l l  b e  o b s e r v e d  t o  t a k e  s o m e  p o s i t i v e  

n u m b e r  o f  r e c r e a t i o n a l  t r i p s ,  x ,  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  c o s t  o f  t h e  

t r i p ,  p ,  i s  l e s s  t h a n  h i s  r e s e r v a t i o n  p r i c e  p j ,  w h e r e  t h e  r e s e r -  

v a t i o n  p r i c e  i s  a f u n c t i o n  o f  o t h e r  f a c t o r s  i n f l u e n c i n g  t h e  

i n d i v i d u a l .  T h u s  

x .  = h j ( - )  + c i f  a n d  o n l y  i f  h . l . 1  + e j >  0 
J j J 



w h e r e  h j ( . )  i s  t h e  s y s t e m a t i c  p o r t i o n  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  demand 

f u n c t i o n  e v a l u a t e d  f o r  i n d i v i d u a l  j ( e q .  4 6  o r  5 b ) .  

I f  t h e  s a m p l e  o f  p e r s o n s  i s  d i v i d e d  so t h a t  t h e  f i r s t  m 

i n d i v i d u a l s  r e c r e a t e  a n d  t h e  l a s t  n  - m do n o t ,  t h e n  t h e  

l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  f o r  t h i s  s a m p l e  i s  

T h i s  g e n e r a l  f o r m  o f  t h q  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  w i l l  b e  t r u e  f o r  

e a c h  l a b o r - m a r k e t  g r o u p .  However ,  a c c o u n t  m u s t  be  g i v e n  t o  t h e  

d i f f e r e n c e  i n  t h e  demand f u n c t i o n s  f o r  e a c h  g r o u p .  Thus ,  f o r  o u r  

e n t i r e  s y s t e m  o f  p e r s o n s  w i t h  i n t e r i o r  a n d  c o r n e r  s o l u t i o n s  i n  

t h e  l a b o r  m a r k e t ,  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  i s  

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  c  a n d  I r e f e r  t o  n u m b e r s  o f  i n d i v i d u a l s  w i t h  

c o r n e r  a n d  i n t e r i o r  s o l u t i o n s  r e s p e c t i v e l y .  

S h o u l d  we o n l y  p o s s e s s  o b s e r v a t i o n s  o n  p a r t i c i p a n t s ,  we c a n  

s t i l l  a v o i d  s a m p l e  s e l e c t i o n  b i a s ,  b y  s p e c i f y i n g  t h e  a p p r o p r i a t e  

l i k e l i h o o d  (Amemiya,  1 9 7 3 ) .  The  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  o f  an  

i n d i v i d u a l  j t a k i n g  x j  v i s i t s  g i v e n  t h a t  x j  i s  p o s i t i v e  i s  g i v e n  

by  



A n  I l l u s t r a t i o n  

The p u r p o s e  of  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  

a p p l i c a t i o n  of  o u r  p roposed  a p p r o a c h  f o r  e s t i m a t i n g  r e c r e a t i a c z l  

demand f u n c t i o n s  and  f o r  c a l c u l a t i n g  r e c r e a t i o n a l  l o s s e s  

a s s o c i a t e d  w i t h  e l i m i n a t i o n  of  t h e  r e c r e a t i o n a l  s i t e .  We c o a p z r e  

o u r  r e s u l t s  t o  t h o s e  g e n e r a t e d  by t r a d i t i o n a l  a p p r o a c h e s .  The 

e x e r c i s e  g i v e s  an example o f  how t h e  t r a d i t i o n a l  a p p r o a c h e s  can 

p r o d u c e  b i a s e d  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  and i n a c c u r a t e  b e n e f i t  

m e a s u r e s .  

To have  a  s t a n d a r d  by which we can compare r e s u l t s ,  we begin  

w i t h  a  d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  form i n  ( 7 ) .  choose  

p a r a m e t e r  v a l u e s  ( s e e  T a b l e  5 . 1 ,  t r u e  m o d e l ) ,  and g e n e r a t e  t e n  

s a m p l e s  of  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s .  Each sample  o r  rep l ica t ion  of 

composed o f  240 d r a w i n g s ,  o n e  t h i r d  o f  which a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  

e a c h  o f  t h e  f o l l o w i n g  s i t u a t i o n s :  a )  an i n t e r i o r  s o l u t i o n  i n  t h e  

l a b o r  m a r k e t ,  b )  a  f i x e d  w o r k  week s o l u t i o n ,  and c )  

unemployment.  Two hundred  f o r t y  v a l u e s  f o r  wage income,  non-wage 

income ,  s e c o n d a r y  wage r a t e ,  t r a v e l  c o s t  and t r a v e l  t ime  a r e  

randomly drawn from f i v e  r e c t a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n s  R(SO,S25,000), 

R(SO,~lOOO), R(f2.5, $5.0). R(S0, $60) and R(0,4), r e s p e c t i v e l y ,  

and t h e s e  v a l u e s  f o r  t h e  exogenous  v a r i a b l e s  a r e  r e p e a t e d  i n  e a c h  

r e p l i c a t i o n .  The r e p l i c a t i o n s  a r e  d i f f e r e n t  i n  t h a t  i n d e p e n d e n t  

e r r o r  t e r m s  a r e  drawn from a  normal d i s t r i b u t i o n ,  N(0,25), f o r  

e a c h  of  t h e  2400 i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s .  T o t a l  r e c r e a t i o n a l  

t i n e  i s  t a k e n  t o  be t h e  sum of  t r a v e l  a n d  o n - s i t e  t i m e .  While we 

a s s u 7 e  o n - s i t e  t i m e  t o  be exogenous ,  f i x e d  a t  s i x  h o u r s  per  t r i p  

f o r  a l l  f n d i v i d u a l s ,  i t  i s  s t i l l  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  t h i s  f i x e d  



a m 3 u n t  s i n c e  i n  t h e  c o l l a p s i b l e  t i m e  m o d e l  i t  w i l l  be  v a l u e d  

d i f f e r e n t l y  b y  i n d i v i d u a l s  w i t h  d i f f e r e n t  t i m e  v a l u e s .  

The t r u e  demand m o d e l s  h a v e  t h r e e  f o r m s ,  c o n d i t i o n e d  on t h e  

l a b o r  s u p p l y  c h o i c e :  

f 1 4 a )  x = -3.22 - .05 p i -5335 Y - .a? t + ch ( f i x e d  mrk week) 
(c ' ) .Y~T) ( 0 ' ~ ~ )  ( ~ ~ 1  ( 3 ' ~ ~ )  

x = -4.W - .06 (p  + w t )  + .DW5 ( Y  + w T) + $1 (discret ionary kork t i r e )  
(a )  ( 5 ' ~ ~ )  D (Y,) D 

w h e r e  t h e  t e r m s  i n  p a r e n t h e s e s  u n d e r  c o e f f i c i e n t s  i n d i c a t e  how 

t h e  c o e f f i c i e n t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  u t i l i t y  m o d e l  ( e q u a t i o n s  7 ,  8 

a n d  91 .  The  a v a i l a b l e  t i m e  i s  assumed c o n s t a n t  o v e r  a l l  

i n d i v i d u a l s  i n  t h e  s a m p l e .  The  Y d e n o t e s  t h e  r e l e v a n t  i n c o m e  

l e v e l  d e p e n d i n g  o n  t h e  l a b o r  m a r k e t  c h o i c e .  E a c h  r e p l i c a t i o n  o f  

2 4 0  o b s e r v a t i o n s  g e n e r a t e d  b e t w e e n  1 0 0  a n d  1 2 0  p a r t i c i p a n t s  ( i . e .  

o b s e r v a t i o n s  f o r  w h i c h  x > 0 ) .  

E s t i m a t e s  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  a, % ' ,  Y1, a n d  Y2 a r e  

o b t a i n e d  u s i n g  s i x  p r o c e d u r e s  f o r  e a c h  o f  t h e  t e n  r e p l i c a t i o n s .  

The  f i r s t  two p r o c e d u r e s  (OLS-I a n d  OLS-C) a p p r o a c h  t h e  p r o b l e m  

i n  t h e  t r a d i t i o n a l  manner :  a l l  i n d i v i d u a l s  a r e  t r e a t e d  

i d e n t i c a l l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  v a l u a t i o n  a n d  o n l y  p a r t i c i p a n t s  

a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  s a m p l e .  O r d i n a r y  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e s  o f  

p a r a m e t e r s  a r e  o b t a i n e d  f o r  b o t h  m o d e l s .  The  two m o d e l s  d i f f e r  

i n  t h e  way t i m e  i s  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  m o d e l .  I n  t h e  DLS-l 

m o d e l ,  e v e r y o n e  i s  assumed t o  v a l u e  t i m e  a t  h i s  wage r a t e .  I n  

OLS-C, t i a e  a n d  money c o s t s  a r e  i n t r o d u c e d  a s  s e p a r a t e  v a r i a b l e s  

f o r  a l l  i n d i v i d u a l s .  To d i s t i n g u i s h  t h e  b i a s e s  w h i c h  may a r i s e  



d u e  t o  model  s p e c i f i c a t i o n  f r o m  t h o s e  a t t r i b u t a b l e  t o  s a m p l e  

s e l e c t i o n  b i a s ,  a  s e c o n d  s e t  o f  e s t i m a t e s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  a  

maximuc l i k e l i h o o d  f o r m u l a t i o n  ( M i )  w h i c h  c o r r e c t s  f o r  t h e  

t r u n c a t e d  s a m p l e  p r o b l e m .  H o w e v e r ,  a l l  i n d i v i d u a l s  a r e  

i n c o r r e c t l y  p r e s u m e d  t o  be a t  i n t e r i o r  l a b o r  m a r k e t  s o l u t i o n s  i n  

H L - I ,  a n d  a l l  i n d i v i d u a l s  a r e  i n c o r r e c t l y  p r e s u m e d  t o  be  a t  

c o r n e r  s o l u t i o n s  i n  M L - C .  T h e  t h i r d  p a i r  o f  e s t i m a t i o n s  

r e p r e s e n t  t h e  " c o r r e c t "  a p p r o a c h  i n  t h a t  b o t h  t h e  t r u n c a t e d  

s a m p l e  p r o b l e m  a n d  t h e  s p e c i f i c a t i o n  p r o b l e m  a r e  a d d r e s s e d .  M L *  

a n d  C M L *  c o r r e s p o n d  t o  t h e  m a x i m i z a t i o n  o f  t h e  l i k e l i h o o d  

f u n c t i o n s  i n  ( 1 2 )  and .  ( 1 3 ) .  T h u s  M L *  i n c l u d e s  b o t h  p a r t i c i p a n t s  

a n d  n o n - p a r t i c i p a n t s ,  w h i l e  C M L *  o f f e r s  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  

c o n d i t i o n a l  l i k e l i h o o d  a n d  e x a m i n e s  o n l y  p a r t i c i p a n t s .  B o t h  

a l l o w  i n d i v i d u a l ' s  r e c r e a t i o n a l  c h o i c e s  t o  b e  c o n d i t i o n e d  on 

t h e i r  l a b o r  s u p p l y  d e c i s i o n s .  

Means  o f  t h e  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s ,  e s t i m a t e d  b i a s ,  a n d  mean- 

s q u a r e  e r r o r s  (MSE) a r e  p r e s e n t e d  i n  T a b l e  5.1 f o r  t h e  v a r i o u s  

p r o c e d u r e s .  T h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r o p o s e d  a p p r o a c h  (ML*) a r e  

s u p e r i o r ,  b o t h  on t h e  b a s i s  o f  u n b i a s e d n e s s  a n d  MSE. Two o f  t h e  

p r o c e d u r e s  w h i c h  u s e d  o n l y  p a r t i c i p a n t s ,  OLS-I a n d  C M L * ,  p r o d u c e d  

s i m i l a r  RMSE, w i t h  OLS-I h a v i n g  s m a l l e r  c o e f f i c i e n t  v a r i a n c e  a n d  

C K L *  h a v i n g  s m a l l e r  b i a s .  T h e  OLS-C mode l  y i e l d e d  t h e  p o o r e s t  

r e s u l t s .  T h e  m e a n - s q u a r e  e r r o r s  f o r  t h e  s a m p l e  o f  e s t i m a t e s  

p r o d u c e d  by M i - I  a n d  R L - C  do n o t  d i f f e r  i n o r d i n a n t l y  f r o m  t h o s e  

p r o l u c e d  by OLS-1 and  OLS-C a n d  a r e  l a r g e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  

p r c p o s e d  m o d e l ,  ML*. 



T a b l e  5 .1  

E s t i m a t e d  P r e f e r e n c e  P a r a m e t e r s ,  S t a n d a r d  E r r o r s ,  

a n d  M e a n - S q u a r e  E r r o r s  f o r  

Ten  R e p l i c a t i o n s  o f  2 4 0  Random D r a w i n g s  

w e 1  Parameters Rwtinean-%pare k 
(Standard Errors) Errors 

K-I -6.45 
(5.38) 

K - C  -.% 
(3.09) 

1 / - Beczuse of s c a l i n g  d i f f e r e n c e s ,  e s t ima ted  va lues  f o r  yl and y2 are one 
one thousandth of  t h e  va lues  shown i n  t h e  t a b l e .  



I n  a d d i t i o n  t o  e s t i m a t i n g  p a r a m e t e r s  f o r  e a c h  p r o c e d u r e ,  we 

e s t i m a t e  w e l f a r e  m e a s u r e s  f o r  h y p o t h e t i c a l  p r i c e  i n c r e a s e s  

s u f f i c i e n t  t o  e l i m i n a t e  t h e  r e c r e a t i o n a l  a c t i v i t y  ( T a b l e  5 . 2 ) .  

The  s t a n d a r d  t o  w h i c h  e s t i m a t e d  m e a s u r e s  a r e  c o m p a r e d  i s  t h e  me2n 

s a m p l e  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  b a s e d  on t h e  t r u e  v a l u e s  o f  t h e  

p a r a m e t e r s .  F o r  o u r  t e n  r e p l i c a t i o n s ,  t h e  mean s a m p l e  

c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  i s  $ 4 2 9 . 0 9 ,  w h e r e  t h e  r e l e v a n t  s a m p l e  i s  

a l l  p a r t i c i p a n t s .  F o r  t h e  ML*, t h e  r e l e v a n t  s t a n d a r d  i s  4 5 2 4 . 0 3 ,  

w h i c h  i s  t h e  mean c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  f o r  t h e  s a m p l e  o f  

p a r t i c i p a n t s  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  Mi* e s t i m a t e s .  The  M L *  

p r o c e d u r e  u s e d  t h e  same n h b e r  o f  o b s e r v a t i o n s ,  b u t  i n c l u d e d  b o t h  

p a r t i c i p a n t s  a n d  n o n - p a r t i c i p a n t s .  T h e  s u b s e t  o f  p a r t i c i p a n t s  

h a d  a s l i g h t l y  h i g h e r  a v e r a g e  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n .  

T h e  l a r g e s t  e s t i m a t e  o f  l o s t  b e n e f i t s  ( $ 1 1 7 6 )  was a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  O L S - C  p r o c e d u r e  when t i m e  a n d  t r i p  c o s t s  w e r e  c o n s i d e r e d  

s e p a r a t e l y  a n d  s a m p l e  s e l e c t i o n  b i a s  w a s  i g n o r e d .  T h i s  e s t i m a t e  

f s  o v e r  2 1 / 2  t i m e s  t h e  t r u e  v a l u e .  T h e  r e s u l t s  a r e  c o n s i s t e n t  

w i t h  t h e  e x p e c t a t i o n  t h a t  i g n o r i n g  t h e  t r u n c a t e d  s ' ample  p r o b l e m  

w i l l  b i a s  w e l f a r e  m e a s u r e s  u p w a r d .  T h e  ML* p r o c e d u r e  p r o d u c e d  a  

c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  o n l y  1 2 %  h i g h e r  t h a n  t h e  t r u e  v a l u e  f o r  

t h e  s a m p l e .  T h e  e r r o r  p r o d u c e d  by C M L *  p r o c e d u r e  was a l s o  

r e l a t i v e l y  s m a l l ,  s u g g e s t i n g  p o t e n t i a l  f o r  u s i n g  o n l y  o n - s i t e  

f n t e r v i e w s  p r o v i d i n g  t h e  e s t i m a t i o n  r o u t i n e  i s  p r o p e r l y  

e x e c u t e d .  The c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  e s t i m a t e s  g e n e r a t e d  by ML-I 

a n d  K L - C  a r e  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  i n  t h a t  t h e y  a r e  t h e  o n l y  

u n d e r e s t i m a t e s  o f  t h e  t r u e  v a l u e .  T h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  s a m p l e  

s e l e c t i o n  p r o b l e m  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e s  t h e  b i a s  f o r  t h e s e  

e s t i m a t e s .  



Mean Individual  Welfare Loss Est imates and Bias 

Estimated Welfare 
True Losses 

Model Value (Compensating V a r i a t i o n )  Bias 

OLS-I $429.09 

I t - I  $429.09 

OLS-C $429.09 

ML-C $429.09 

ML* $524.03 

CML* $429.09 
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I n  f a c t ,  t h e  wage r a t e  may n o t  e v e n  s e r v e  a s  an u p p e r  o r  l o k c - r  

bound  o c  t h e  i n d i v i d u a l ' s  m a r g i n a l  v a l u a t i o f i  o f  t i m e  when 

l a b o r  t i n e  i s  i n s t i t ~ t i o n a l l y  r e s t r i c t e d .  T h a t  i s ,  a n  

i n d i v i d u a l  who c h o o s e s  t o  be u n e m p l o y e d  may s i m p l y  v a l u e  h i s  

m a r g i n a l  l e i s u r e  h o u r  more  t h a n  t h e  wage r a t e ,  o r  he  may v a l u e  

i t  l e s s  b u t  n o t  be  b e t t e r  o f f  a c c e p t i n g  a  j o b  r e q u i r i n g  40  

h o u r s  o f  work p e r  week.  I f  r e s t r i c t e d  t o  a n  a l l  o r  n o t h i n g  

d e c i s i o n ,  40  h o u r s  may be  l e s s  d e s i r e a b l e  t h a n  0. A n  

i n d i v i d u a l  a t  a  p o i n t  s u c h  a s  A ,  h o w e v e r ,  may v a l u e  t h e  

m a r g i n a l  l e i s u r e  h o u r  a t  more  t h a n  w p  b u t  c h o o s e  40  r a t h e r  

t h a n  0 h o u r s .  A l t e r n a t i v e l y  h e  may v a l u e  l e i s u r e  t i m e  a t  l e s s  

t h a n  w p  b u t  more  t h a n  t h e  wage he  c o u l d  e a r n  f o r  a d d i t i o n a l  

h o u r s  by w o r k i n g  a  s e c o n d a r y  j o b .  

S t r i c t l y  s p e a k i n g ,  yl a n d  B 1  c o u l d  be  r e p l a c e d  by y2 a n d  B~ f o r  

some i n d i v i d u a l s .  A p r o b l e m  a r i s e s  w i t h  t h e  p a r t i c u l a r  

f u n c t i o n a l  f o r m  c h o s e n  i n  ( 7 ) .  B e c a u s e  t h e r e  a r e  p o t e n t i a l l y  

two c o n s t r a i n t s ,  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  must b e  m o d i f i e d  t o  

a c c o m m o d a t e  t h r e e  g o o d s .  O n l y  x , i s  o f  i n t e r e s t ,  h o w e v e r ,  a n d  i n  

o r d e r  t o  a v o i d  t h e  more  c o m p l e x  p r o b l e m  o f  s y s t e m s  o f  demand 

e q u a t i o n s ,  a  b i v a r i a t e  d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  was m o d i f i e d  t o  

~ c c o m m o d a t e  t h e  t h r e e  good c a s e .  The way t n  w h i c h  x2 and  x 3  

e n t e r s  ( 7 1  i m p l i e s  t h a t  t h e y  a r e  p e r f e c t  s u b s t i t u t e s .  khen  t h e j  

& r e  s u b j e c t  t o  d i f f e r e n t  " b u d g e t "  c o n s t r a i n t s  t h i s  r e s t r i c t i o n  

c a d s e s  no p a r t i c u l a r  p r c b l e m s .  However when t h e y  e n t e r  t h e  s a r e  



b u d g e t  c o n s t r a i n t s  when t h e  t w o  c o n s t r a i n t s  c o l l a p s e  i n t o  one 

t h i s  f o r m  i m p l i e s  t h a t  e i t h e r  x2 o r  x3  i s  c h o s e n  d e p e n d i n g  on 

I 

y 1 , y 2 , t 3 , p 2  a n d  w .  A m o r e  r e a l i s t i c  m o d e l  o f  t h e  d e c i s i o n  1 
p r o c e s s  r e q u i r e s  d e v e l o p m e n t  o f  s y s t e m s  o f  demand f u n c t i o n s  a s  

d e s c r i b e d  i n  P a r t  C .  
I 
I 
I 
i 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
t 
I 
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A C O K ? A R A T I V E  S T A T I C S  A h A L Y S i S  O F  T H E  TW3 C O h 5 T R A : h i  C A S E *  

T h e  s u b j e c t  o f  t h i s  A p p e n d i x  i s  t h e  c o n s u m e r  c h o i c e  p r o b i e -  

w i t h  two c o n s t r a i n t s .  As we saw i n  C h a p t e r  5 ,  l a b o r  m a r k e t  

r e s t r i c t i o n s  a n d  l a b o r - l e i s u r e  p r e f e r e n c e s  c a u s e  i n d i v i d u a l s  t o  be 

e i t h e r  a t  i n t e r i o r  o r  c o r n e r  s o l u t i o n s  i n  t h e  l a b o r  m a r k e t .  

C l a s s i c  c o m p a r a t i v e  s t a t i c s  a n d  w e l f a r e  e v a l u a t i o n  i s  d i r e c t l y  

a p p l i c a b l e  t o  i n t e r i o r  s o l u t i o n s  a s  t h e  t i m e  a n d  i n c o m e  c o n s t r a i n t s  

c o l l a p s e  i n t o  o n e .  However  t h e  c o m p a r a t i v e  s t a t i c s  a n d  d u a l i t y  

r e s u l t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o r n e r  s o l u t i o n  c a s e  ( i . e .  u t i l i t y  

m a x i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  t i m e  a n d  i n c o m e  c o n s t r a i n t s )  h a v e  r e c e i v e d  

l i t t l e  a t t e n t i o n .  1 

T h e  f i r s t  t r e a t m e n t  o f  t h e  p r o b l e m  was by A .  C .  D e S e r p a  I 
I 

( 1 9 7 1 ) .  S u z a n n e  H o l t ' s  ( 1 9 8 4 1  p a p e r  i s  t h e  o n l y  o t h e r  w h i c h  

e x p l i c i t l y  d e a l s  w i t h  c o m p a r a t i v e  s t a t i c s  o f  t h e  t i m e  a n d  i n c o m e  

c o n s t r a i n t .  B o t h  H o l t ' s  a p p r o a c h  a n d  t h a t  o f  D e S e r p a ' s  i n v o l v e s  

i n v e r s i o n  o f  t h e  H e s s i a n ,  a t e d i o u s  and  d i f f i c u l t  t a s k  f o r  p r o b l e m s  

w i t h  l a r g e  d i m e n s i o n a l i t y .  T h e  S l u t s k y  e q u a t i o n  d e r i v e d  f r o m  t h i s  

a p p r o a c h  i n c l u d e s  c o f a c t o r s  o f  t h e  H e s s i a n  a n d ,  a s  s u c h ,  i s  a  

c o m p l e x  f u n c t i o n  o f  t h e  d e c i s i o n  v a r i a b l e s  i n  t h e  s y s t e m .  I n  w h a t  

f o l l o w s ,  a  m o r e  modern  a p p r o a c h  i s  e m p l o y e d  b a s e d  on t h e  s a d d l e  

p o i n t  t h e s r e m ,  a s  p r o p o s e d  by A k i r a  T a k a y a n a  ( 1 9 7 7 ) .  Making u s e  o f  

t b e  e r , v e i o p e  t h e o r e m ,  t h i s  a p p r o a c h  i s  s i m p l e  t o  a p p l y  a n d  f a r  more  

 his a p p e n d i x  i s  t h e  work o f  T e r r e n c e  P .  S m i t h ,  A g r i c u l t u r a l  
a n d  R e s o u r c e  E c o n o m i c s  D e p a r t m e n t ,  U n i v e r s i t y  o f  M a r y l a n d .  



r e v e a l i n g .  From i t  can be d e r i v e d  S l u t s k y  e q u a t i o n s  c o n t a i n i n g  

e l e m e n t s  w i t h  c l e a r  economic i n t e r p r e t a t i o n s .  

T h i s  Appendix goes  beyond t h e  p r e v i o u s  work by examin ing  

d u a l i t y  r e s u l t s  and demand f u n c t i o n  p r o p e r t i e s  i n  t h e  c o n t e x t  of 

t h e  two c o n s t r a i n t s .  S e v e r a l  new t i m e  a n a l o g s  t o  t h e  we l l  known 

r e s u l t s  i n  t r a d i t i o n a l  demand t h e o r y  a r e  p r e s e n t e d .  S p e c i f i c a l l y ;  

we d e r i v e  a  t i m e  a n a l o g  t o  Roy ' s  I d e n t i t y  and two g e n e r a l i z e d  

S l u t s k y  e q u a t i o n s .  T h e s e  S l u t s k y  e q u a t i o n s  which d e s c r i b e  t h e  

e f f e c t  o f  a  change  i n  a  money p r i c e  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  t r a d i t i o n a l  

S l u t s k y  e q u a t i o n  b u t  c o n t a i n  a d d i t i o n a l  income ( t i m e )  e f f e c t  t e r m s  

which d e s c r i b e  how demand r e s p o n d s  i n d i r e c t l y  t o  income ( t i m e )  

c h a n g e s  t h r o u g h  t h e  t r a d e - o f f  between t i m e  and money i n  p r o d u c i n g  

u t i l i t y .  

U t i l i t y  Max imiza t ion  w i t h  Two L i n e a r  C o n s t r a i n t s  

C o n s i d e r  t h e  househo ld  who maximizes  a  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  U ( x ) ,  

where x i s  a  v e c t o r  o f  a c t i v i t i e s  t h a t  p roduce  u t i l i t y .  These  

a c t i v i t i e s  need  n o t  be a c t u a l  m a r k e t  commodi t i e s .  The l i n k  t o  t h e  

m a r k e t  i s  t h r o u g h  a  s e t  o f  h o u s e h o l d  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s .  Suppose 

t h a t  t h e  h o u s e h o l d  p r o d u c e s  t h e s e  a c t i v i t i e s ,  x ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  

p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s ,  f i ( s i , t i )  where  si  and  t i  r e p r e s e n t  a  v e c t o r  

o f  p u r c h a s e d  goods and t i m e  i n p u t s  i n t o  t h e  p r o d u c t i o n  o f  xi. The 

p rob lem,  t h e n  i s  t o  

( 1 )  n a x  U ( x )  s u b j e c t  t o  x i  = f i ( s i , t i )  f o r  a l l  i ,  and 

Y = R + w T w  = .Epis i ,  and  

T = T w +  T r +  T n '  

where Y i s  t o t a l  income,  t h e  sum o f  nonea rned  income,  R and wage 



i n c o m e ,  w T w ,  pi a r e  t h e  money p r i c e s  f o r  a c t i v i t y  i, and  ti a r e  t h e  

t i m e  p r i c e s  a s s o c i a t e d  w i t h  a c t i v i t y  i. To p r c c e e d  t o  s p e c i f i c  

r e s u l t s  a f i x e d  c o e f f i c i e n t s  L e o n t i e f  technc1o;y  i s  a s s u ~ e d ,  t h a t  

i s ,  a  t e c h n o l o g y  w i t h  n o  s u b s t i t u t i o n  p o s s i b i l i t i e s  b e t w e e n  t h e  

p u r c h a s e d  i n p u t s  a n d  t i m e .  T h i s  a s s u m p t i o n  i m p l i e s  t h a t  t h e  

a c t i v i t i e s ,  x i ,  h a v e  f i x e d  money a n d  t i m e  c o s t s ,  r e p r e s e n t a b l e  a s  

pi  a n d  ti a n d  t h a t  o u r  p r o b l e m  may be r e w r i t t e n  

( 2 )  max U ( x )  s u b j e c t  t o  Y = p  x  a n d  T  = t x .  

U ( x l  i s  a  t w i c e  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  c o n c a v e  u t i l i t y  

f u n c t i o n  w i t h  x a n  n - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  o f  c o m m o d i t i e s .  The 

c o n s u m e r  b e h a v e s  so as  t o  m 'ax imize  t h i s  u t i l i t y  f u n c t i o n .  T h e r e  i s  

a c o m m o d i t y ,  say  x k ,  w h i c h  r e p r e s e n t s  s a v i n g s  s u c h  t h a t  t h e  i n c o m e  

c o n s t r a i n t  i s  a l w a y s  s a t i s f i e d ,  a n d  t h e r e  i s  a n o t h e r  c o m m o d i t y ,  say  

xi. w h i c h  i s  u n c o m m i t t e d  l e i s u r e  t i m e  s u c h  t h a t  t h e  t i m e  c o n s t r a i n t  

i s  e f f e c t i v e .  

S i n c e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  d i f f e r e n t i a b l e  a n d  c o n c a v e  i n  

x ,  t h e  c o n s t r a i n t s  d i f f e r e n t i a b l e  a n d  l i n e a r  i n  x a n d  b, w h e r e  

b = [ p , t , Y . T ) ,  t h e  c o n s t r a i n t  q u a l i f i c a t i o n  a n d  c u r v a t u r e  c o n d i t i o n s  

a r e  m e t .  T h i s  i m p l i e s  t h a t ,  i f  a  s o l u t i o n  e x i s t s ,  t h e n  t h e  q u a s i -  
I 

s a d d l e  p o i n t  (QSP) c o n d i t i o n s  o f  Takayama w i l l  be  b o t h  n e c e s s a r y  

a n d  s u f f i c i e n t .  A l s o ,  n o t e  t h a t ,  g i v e n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  

e x i s t e n c e  o f  s l a c k  v a r i a b l e s ,  s a v i n g s  a n d  u n c o m m i t t e d  l e i s u r e  t i m e ,  

t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  e f f e c t i v e ,  a n d  i f  a  s o l u t i o n  e x i s t s  i t  w i l l  b e  

a n  i n t e r i o r  o n e .  C o l l e c t i v e l y ,  t h e s e  c o n d i t i o n s  a l l o w  t h e  

a p p l i c a t f c n  o f  t h e  e n v e l o p e  t h e o r e m  t o  o u r  p r o b l e m .  



N o t e  t h a t  i f  a  s o l u t i o n  t o  ( 2 )  e x i s t s ,  i t  w i l l  be o f  t h e  

f o r m  x ( b ) ,  8 ( b ) . @ ( b ) .  Hence we may s u b s t i t u t e  t h e s e  s o l u t i o n s  

i n t o  t h e  o r i g i n a l  L a g r a n g i a n  t o  o b t a i n  

How U ( x ( b ) )  may b e  w r i t t e n  a s  V t p , t , Y , T )  a n d  i n t e r p r e t e d  i n  t h e  

u s u a l  way a s  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n .  N o t e  t h a t ,  i n  a d d i t i o n  

t o  t h e  t r a d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  a f f e c t i n g  i n d i r e c t  u t i l i t y  ( p r i c e s ,  

p, a n d  i n c o m e .  Y ) ,  t h e  t i m e  p r i c e s ,  t, a n d  t i m e  endowment ,  T ,  a r e  

a l s o  r e l e v a n t  p a r a m e t e r s .  A p p l y i n g  t h e  e n v e l o p e  t h e o r e m  t o  t h e  I 
a b o v e  we o b t a i n  

i 

C o m b i n i n g  ( 4 a )  a n d  ( 4 c )  g i v e s  R o y ' s  I d e n t i t y ,  v i z . ,  I 
a V ( p , t . Y , T l / a p ,  

= xi f o r  a l l  i. 
a v ( p , t , Y , T ) / a Y  

L i k e w i s e ,  c o m b i n i n g  ( 4 b )  a n d  ( 4 d )  g i v e s  a n o t h e r  i d e n t i t y ,  v i z . .  f 
a V ( p , t , Y . T ) / a t ,  

= x .  f o r  a l l  i. 



N o t e  t h a t  (6) g i v e s  an a l t e r n a t i v e  way t o  r e c o v e r  t h e  K a r s h a l l i a ?  

d e n a n d  f r o m  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n .  H o w e v e r ,  b o t h  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  may be r e q u i r e d  t o  be s o l v e d  t o  r e c o v e r  t h e  

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  f r o m  t h e  demand f u n c t i o n ,  s i n c e  we w i l l  

s e e  t h a t  t h e r e  a r e  two e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s .  

We may m a n i p u l a t e  t h e s e  e n v e l o p e  r e s u l t s  i n  o t h e r  ways  t o  

d e m o n s t r a t e  t i m e  e x t e n s i o n s  t o  t r a d i t i o n a l  dembnd a n a l y s i s .  F o r  

e x a m p l e ,  c o m b i n i n g  ( 4 a )  a n d  ( 4 b )  w i t h  ( 4 c )  a n d  ( 4 d )  we o b t a i n  

w h i c h  i s  M c C o n n e l l ' s  m~ o r  " t h e  o p p o r t u n i t y  c o s t  o f  s c a r c e  t i m e  

m e a s u r e d  i n  d o l l a r s  o f  i n c o m e . "  M u l t i p l y i n g  ( 4 c )  by p i ,  ( 4 d )  by t i  

a n d  summing o v e r  a l l  i y i e l d s  

w h i c h  by ( 4 a )  a n d  ( 4 b l  i s  e q u a l  t o  

i m p l y i n g  t h a t  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  V ( p , t , Y , T )  i s  homo- 

g e n e o u s  o f  d e g r e e  0 i n  money a n d  t i m e  p r i c e s ,  i n c o m e ,  a n d  t i m e .  

To e x a m i n e  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  an a d j u s t m e n t  i n  t h e  

p a r a m e t e r s  w h i l e  s t i l l  m a i n t a i n i n g  a  r e f e r e n c e  l e v e l  o f  u t i l i t y ,  

c o n s i d e r  t h e  t o t a l  d i f f e r e n t i a l  

R e w r i t i n g  ( 1 0 )  a s  



makes more e x p l i c i t  t h e  t y p e s  o f  c o m p e n s a t i o n  mechanisms  

p o s s i b l e .  H e r e ,  t h e r e  a r e  more p o s s i b i l i t i e s  f o r  c o m p e n s a t i o n  

beyond t h e  t r a d i t i o n a l  income c o m p e n s a t i o n  f o r  a  p r i c e  change .  

The Two D u a l s  and t h e  Two S l u t s k y  E q u a t i o n s  

I n  t h i s  s e c t i o n  we e x p l o r e  t h e  d u a l  o f  t h e  u t i l i t y  maximi-  

z a t i o n  p rob lem.  S i n c e  t h e r e  a r e  two c o n s t r a i n t s ,  t h e r e  a r e  two 

d u a l s  t o  t h e  p rob lem.  The f i r s t  i s  (money)  c o s t  m i n i m i z a t i o n  

s u b j e c t  t o  c o n s t r a i n t s  on t i m e  a n d  u t i l i t y ;  t h e  s e c o n d  i s  t i m e  c o s t  

m i n i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  c o n s t r a i n t s  on income a n d  u t i l i t y .  T h i s  

e x p l o r a t i o n  y i e l d s  two e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s ,  an  income compensa ted  

f u n c t i o n  and a  t i m e  compensa t ed  f u n c t i o n .  The e x i s t e n c e  o f  two 

e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s  a l l o w s  o n e  t o  compute  w e l f a r e  c h a n g e s  e i t h e r  

i n  t h e  t r a d i t o n a l  way a s  income c o m p e n s a t i o n  m e a s u r e s  o r ,  

a l t e r n a t i v e l y ,  a s  t i m e  c o m p e n s a t i o n  m e a n s u r e s .  

I n  a d d i t i o n ,  t h e s e  e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s  a r e  combined w i t h  t h e  

e n v e l o p e  t heo rem t o  r e v e a l  two g e n e r a l i z e d  S l u t s k y  e q u a t i o n s .  The 

f i r s t  o f  t h e s e  d e s c r i b e s  how M a r s h a l l i a n  demand r e s p o n d s  t o  money 

p r i c e  c h a n g e s  and t h e  s e c o n d  how t h e  o r d i n a r y  demand c h a n g e s  w i t h  a 

change  i n  t i m e  p r i c e s .  The manner  o f  p r o o f  i s  i n  t h e  s t y l e  o f  t h e  

" i n s t a c :  S l u t s k y  e q u a t i o n "  a s  f i r s t  i n t r o d u c e d  by P h i l i p  Cook 

( 1 9 7 2  1 .  



The d u a l s  t o  t h e  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  prob lem ( 2 )  a r e  

min p x  s u b j e c t  t o  T = t x  and  U O  = U ( x )  
X 

and 

( 1 3  1 min t x  s u b j e c t  t o  Y = px and  U O  = U ( x )  
X 

where  U O  i s  some r e f e r e n c e  l e v e l  o f  u t i l i t y .  

N o t i c e  t h a t  ( 1 2 )  and ( 1 3 )  can  be c a s t  i n  t h e  n o t a t i o n  o f  o u r  

o r i g i n a l  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  where  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  px and 

t x ,  a r e  l i n e a r  and  hence  c o n c a v e  i n  x a n d  p  o r  t ,  and t h e  con -  

s t r a i n t  f u n c t i o n s  a r e  q u a s i c o n c a v e  s i n c e  t h e  f i r s t  c o n s t r a i n t  i s  

l i n e a r  ( e i t h e r  T - t x  = 0 o r  Y - px = 0 )  and  t h e  s e c o n d ,  c o n c a v e .  

I t  f o l l o w s  t h e n ,  a s  i n  o u r  e a r l i e r  a n a l y s i s  o f  t h e  p r i m a l  p r o b l e m ,  

t h a t  i f  a  s o l u t i o n  e x i s t s ,  t h e  QSP c o n d i t i o n s  w i l l  be b o t h  

n e c e s s a r y  and s u f f i c i e n t .  F u r t h e r m o r e ,  m a i n t a i n i n g  t h e  e x i s t e n c e  

o f  t h e  s l a c k  v a r i a b l e s ,  s a v i n g s  and f r e e l y  d i s p o s a b l e  t i a e ,  and  

r e q u i r i n g  t h a t  t h e  r e f e r e n c e  l e v e i  o f  u t i l i t y  be m a i n t a i n e d  e n s u r e s  

t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  e f f e c t i v e .  t h a t  we have  an i n t e r i o r  

s o l u t i o n ,  and  h e n c e ,  t h a t  t h e  e n v e l o p e  t heo rem may be a p p l i e d ,  

C o n s i d e r ,  t h e n ,  t h e  two L a g r a n g i a n s ,  

( 1 4 a )  min L y ( p , t , T , U O )  = px + % [ T  - t x )  + $ ( u '  - U ( X ) )  

and 

( 1 4 5 )  min L T ( p , t , Y , U o )  = t x  + I I ( Y  - p x )  + 6 ( u 0  - U ( x 1 ) '  



S o l u t i o n s  t o  t h e s e  m i n i m i z a t i o n  p r o b l e m s ,  i f  t h e y  e x i s t ,  a r e  

g i v e n  b y ,  

( 1 5 a )  x y ( p , t , T . L J O )  a n d  

T h e  f i r s t  o f  t h e s e  i s  t h e  " u s u a l "  H i c k s i a n  i n c o m e  c o m p e n s a t e d  1 
demand ,  w h i l e  ( 1 5 b )  i s  a n  a n a l o g o u s  t i m e  c o m p e n s a t e d  H i c k s i a n  

demand .  Of c o u r s e ,  b o t h  d e p e n d  ( i n  g e n e r a l )  o n  a l l  money ( p )  a n d  I 
t i m e  ( t )  p r i c e s .  

S o l u t i o n s  ( 1 5 a )  a n d  ( 1 5 6 1 ,  when s u b s t i t u t e d  b a c k  i n t o  t h e  
I 

o b j e c t i v e  f u n c t i o n s ,  i m p l y  t h e  e x i s t e n c e  o f  two e x p e n d i t u r e  1 
f u n c t i o n s .  T h e  f i r s t  o f  t h e s e ,  

( 1 6 a )  E y ( p , t , T , ~ O )  = p x y ( p , t , T , ~ O )  

i s  t h e  w e l l  known c l a s s i c a l  e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  

t h a t  t h e  t i m e  p r i c e s ,  t ,  a n d  t h e  t i m e  endowment .  T ,  a p p e a r  a s  k 
a r g u m e n t s .  

T h e  s e c o n d ,  

i s  a  t i m e  c o m p e n s a t e d  m e a s u r e  o f  t h e  minimum e x p e n d i t u r e  l e v e l  

n e c e s s a r y  t o  m a i n t a i n  L J O .  E i t h e r  ( 1 6 a )  o r  ( 1 6 b l  may b e  u s e d  t o  

m e a s u r e  w e l f a r e  e f f e c t s  o f  a c h a n g e  i n  money o r  t i m e  p r i c e s  o r  

b o t h .  The  n o v e l t y  o f  u s i n g  1 1 6 b )  f o r  w e l f a r e  a n a l y s i s  i s  t h a t  i t  C 
m e a s u r e s  t h e  a m o u n t  o f  t i m e  c o m p e n s a t i o n ,  r a t h e r  t h a n  i n c o m e  com- 

p e n i a t i u l .  n e c e s s a r y  t o  m a i n t a i n  a  r e f e r e n c e  u t i l l t y  l e v e l  i n  t h e  

f a c e  o f ,  s a y ,  a money p r i c e  c h a n g e  f o r  o n e  o f  t h e  c o m m o d i t i e s .  n 



A g a i n ,  m a k i n g  t h e  same a s s u m p t i o n s  a s  i n  t h e  u t i l i t y  

m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m  a b o v e  ( i . e . ,  a l l  i n c o m e  a n d  t i m e  a r e  s p e n t ! ,  

a n d  g i v e n  t h a t  t h e  r e f e r e n c e  u t i l i t y  l e v e l  i s  L J 0 ,  we know t h e  

i n t e r i o r  s o l u t i o n s  t o  ( 1 4 a )  a n d  ( 1 4 b )  e x i s t .  We may t h e r e f o r e  

a p p l y  t h e  e n v e l o p e  t h e o r e m  t o  d e r i v e  s u b s t i t u t i o n  r e l a t i o n s h i p s  

f o r  t h e  two c o n s t r a i n t  p r o b l e m .  

F i r s t ,  c o n s i d e r  x y ,  a s  g i v e n  i n  ( 1 5 a ) ,  a n d  t h e  money 

e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n ,  E y  = p x y ,  ( 1 6 a ) .  H a t e  t h a t  f o r  a  c h a n g e  i n  p  
, I 

f r o m  t o  p  w i t h  to ,  T o ,  a n d  U O  c o n s t a n t ,  i t  i s  n e c e s s a r i l y  t r u e  

( f r o m  t h e  Q S P  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  m i n i m i z a t i o n  

p r o b l e m )  t h a t ,  

I I I 

L i k e w i s e ,  f o r  a  c h a n g e  f r o m  p  t o  p i t  f o l l o w s  t h a t  

Summing ( 1 7 )  a n d  ( 1 8 )  y i e l d s  b x ~ p  - > 0 ,  

0 0 0  A X  s x ( p ' , t O ,  T O , u O )  - x y ( p U , t  ,T , U  ) a n d  b p  E p '  - p " ,  o r  i n  
Y 

d i f f e r e n t i a l  t e r m s ,  d x s d p  - < 0. T h e r e f o r e  i t  f o l l o w s  

t h a t  a x i / a p i  5 0. A l t e r n a t e l y ,  u s i n g  ( 1 4 b )  a n d  ( 1 6 b ) ,  we o b t a i n  

a x i / a t .  c 0 .  We t h e r e f o r e  c o n c l u d e  t h a t  s l o p e s  o f  t h e  
1 - 

( c o m p e n s a t e d )  own money p r i c e  a n d  own t i m e  p r i c e  d e m a n d s  a r e  

n e c e s s a r i l y  n o n - p o s i t i v e .  N o t e  t h a t  by t h e  e n v e l o p e  t h e o r e m  

( 1 9 ~ )  a E y / a p i  = x y i  ( p . t , T , u o )  a n d  



( S h e p a r d ' s  Lemma), and s o ,  by y o u n g ' s  t h e o r e m ,  

( 2 0 a  

and  

2 a x  / a t i  = a E T / a t . a t .  
T j J 1 

2 which i m p l i e s  symmetry.  A l s o ,  d e f i n e  S . .  r a x . / a p .  = a E y / a p . a p i ,  
1 J 1 J J 

a s  t h e  money s u b s t i t u t o n  e f f e c t  f o r  good i, g i v e n  a  p r i c e  change  

- 2 f o r  good j ,  and T i j =  a x i / a t j  = a E T / a t i a t .  a s  t h e  t i m e  s u b s t i t u -  
3 

t i o n .  Then i t  f o l l o w s  t h a t  S a n d  T  a r e  n e g a t i v e  s e m i d e f i n i t e  a n d  

s y m m e t r i c ,  and  s i n c e  xy and x ~  a r e  homogeneous o f  d e g r e e  0 i n  p  and 

t ,  r e s p e c t i v e l y ,  we have  

and  

T h a t  i s ,  t h e  a g g r e g a t i o n  c o n d i t i o n s  h o l d .  

The above  s e r v e s  t o  f o r m a l i z e  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  s e v e r a l  o f  

t h e  w e l l  k n o w n  p r o p e r t i e s  o f  H i c k s i a n  demands i n  t h e  c l a s s i c a l  and  

two c o n s t r a i n t  s y s t e m s .  The S l u t s k y  r e l a t i o n s  t h a t  f o l l o w  from t h e  

p r e s e n t  p rob lem a r e  now d e r i v e d .  Al though  o u r  r e s u l t s  show 

s t r u c t s r a l  s i m i l a r i t y  t o  t h e  c l a s s i c a l  e q u a t i o n s ,  o u r  d e r i v a t i o n  

r e s u l t s  i n  two S l u t s k y  e q u a t i o n s ,  e a c h  o f  which h a s  a t i n e  e f f e c t  

a s  w e l l  a s  a n  income e f f e c t . 2  

5-40 



C o n s i d e r  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r i m a l  p r o b l e m  p o s e d  i n  t h e  

p r e c e d i n g  s e c t i o n .  T h i s  s o l u t i o n  i s  t h e  s e t  o f  M a r s h a l l i a n  demands  

w h i c h  may be  w r i t t e n ,  

Wow r e c a l l  t h a t  t h e  s o l u t i o n  t o  o u r  money m i n i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  Y O ,  

i s  j u s t  p O x y ( p , t , T , U o )  = E y ,  a n d  l i k e w i s e ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  t i m e  

m i n i m i z a t i o n  p r o b l e m , T O ,  i s  d e f i n e d  a s  ~ O X ~ [ ~ . ~ , Y , U ~ )  = E T ,  h e n c e  
I 

we may wri t e ,  I 

N o t e  t h a t  ( 2 3 )  now d e f i n e s  t h e  s e t  o f  H i c k s i a n  d e m a n d s .  

D i f f e r e n t i a t e  ( 2 3 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  j th p r i c e ,  p j .  We o b t a i n ,  

u s i n g  t h e  c h a i n  r u l e .  C o n s i d e r  a l s o  how t h e  demand f o r  xi  c h a n g e s  

w i t h  a c h a n g e  i n  o n e  o f  t h e  t i m e  p r i c e s ,  s a y  t j .  D i f f e r e n t i a t i n g  

( 2 3 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t j  y i e l d s ,  i 
T h e s e  a r e  two g e n e r a l i z e d  S l u t s k y  e q u a t i o n s  t h a t  r e s u l t  f r o m  o u r  

d u a l  c o n s t r a i n t  p r o b l e m .  TO c a s t  t hem i n  m o r e  f a m i l i a r  t e r m s  u s e  

t h e  e n v e l o p e  t h e o r e i .  a p p l i e d  t o  e q u a t i o n s  1 1 4 )  t o  o b t a i n ,  



S u b s t i t u t i n g  1 2 5 a )  and ( 2 5 f )  i n t o  ( 2 4 a )  and  r e a r r a n g i n g ,  o b t a i n s  

t h e  money p r i c e  S l u t s k y  e q u a t i o n ,  

a h e r e  x i m  d e n o t e s  M a r s h a t l i a n  f u n c t i o n s  a n d  x i H  d e n o t e s  H i c k s i a n  

f u n c t i o n s .  T h i s  S l u t s k y  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  c l a s s i c a l  

v e r s i o n  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  a d d i t i o n a l  t e r m  

M P x . a x i  / a T ,  which i s  t h e  i n d i r e c t  e f f e c t  o f  income t h r o u g h  t i m e .  
J 

I f  x i  i s  an income n o r m a l ,  t i m e  normal  good t h e n  

M M ax i  / aY  and  a x i  /aT a r e  b o t h  p o s i t i v e ,  and  s i n c e  IJ , t h e  

L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r  on t h e  income c o n s t r a i n t  i n  o u r  t i m e  

m i n i m i z a t i o n  p rob lem,  i s  n e c e s s a r i l y  n o n - p o s i t i v e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  

f o r  a  " n o r m a l - n o r m a l "  good t h e  " income"  e f f e c t 3  i s  enhanced  

r e l a t i v e  t o  t h e  c l a s s i c  income e f f e c t .  

P r o c e e d i n g  i n  e x a c t l y  t h e  same way, t h e  t i m e  p r i c e  S l u t s k y  

e q u a t i o n  can be d e r i v e d .  S u b s t i t u t i n g  ( 2 5 b )  and ( 2 5 ~ )  i n t o  t h e  

s econd  S l u t s k y  e q u a t i o n  ( 2 4 b )  and r e a r r a n g i n g ,  y i e l d s  

( 2 6 b )  M H a x i  / a t  = a x ,  / a t  M 
j j J 1 

- x .  c ~ x . ~ / ~ T  - e a x i  / ~ Y I .  

N o t i c e  t h a t  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  " p u r e "  t i m e  e f f e c t ,  x . a x i / a T ,  
J 

t h e r e  i s  2 n  a d d i t i o n a l  i n d i r e c t  e f f e c t ,  B x . a x i / a Y ,  w h i c h ,  u s i n g  
J 

t h e  sa -e  a rgumen t  a s  a b o v e ,  i s  an i n d i r e c t  t i m e  e f f e c t  t h r o u g h  

income,  c o n v e r t e d  t o  t i m e  by t h e  m a r g i n a l  ( t i m e )  c o s t  o f  income.  



Again t h e  two t e r m s  w i l l  augment  one a n o t h e r  f o r  a " n o r c a l - n o r m a l "  

good ,  a n d ,  o f  c o u r s e ,  o f f s e t  one  a n o t h e r  f o r  a  " n o r m a l - i n f e r i o r "  

g o o d ,  where  " n o r m a l - i n f e r i o r "  i s  t a k e n  t o  r e p r e s e n t  a conmodi ty  

which  i s  income normal  and t i m e  f n f e r i o r  o r  v i c e  v e r s a .  

U t i l i z i n g  t h e  r e s u l t s  t h a t  p = a E T / a Y  a n d  e = a E y / a T ,  an 

e q u i v a l e n t  way o f  w r i t i n g  ( 2 6 )  i s  

T h i s  v e r s i o n  makes c l e a r  t h e  s u b s t i t u t i o n  be tween  income and t i m e  

i n  t h e  two c o n s t r a i n t  model .  

A Summary o f  R e s u l t s  

The " u s u a l "  p r o p e r t i e s  o f  c l a s s i c a l  demand f u n c t i o n s  s t i l l  

h o l d  when o n e  s o l v e s  t h e  two c o n s t r a i n t  p rob l em.  The demand 

f u n c t i o n s  t h a t  s o l v e  our  m a x i m i z a t i o n  prob lem a r e  homogeneous o f  

d e g r e e  0 i n  money a n d  time p r i c e s ,  income and t i m e ,  and  s a t i s f y  t h e  

a g g r e g a t i o n  and i n t e g r a b i l i t y  c o n d i t i o n s .  The compensa ted  demands ,  

be  t h e y  income o r  t i m e  c o m p e n s a t e d ,  a r e  own p r i c e  (money o r  t i m e )  

downward s l o p i n g .  The " s u b s t i t u t i o n "  m a t r i x  i s  n e g a t i v e  

s e m i d e f i n i t e ,  where  t h e  s u b s t i t u t i o n  m a t r i x  must be i n t e r p r e t e d  a s  

t h e  m a t r i x  which d e s c r i b e s  a r e s p o n s e  t o  a  money ( t i m e )  p r i c e  

change  h o l d i n g  u t i l i t y  and t h e  t i m e  ( i n c o m e )  endowment c o n s t a n t .  

F i n a l l y ,  we can p a r t i t i o n  t h e  o r d i n a r y  demand r e s p o n s e  t o  a  change  

I n  n s n e y  f t i m e )  p r i c e  a s  made up o f  two e f f e c t s ,  a u t i l i t y  h e l d  

c o n s t a n t  e f f e c t ,  i . e .  a movement a l o n g  an i n d i f f e r e n c e  s u r f a c e ,  and 

an i n c o n e  ( t i m e )  e f f e c t ,  remembering t h e  c o m p l i c a t i o n ,  however ,  



t h a t  t h i s  i n c o m e  ( t i m e )  e f f e c t  i s  made u p  o f  a  " p u r e "  i ncome ( t i m e )  

e f f e c t  a n d  an i n d i r e c t  e f f e c t  o f  t i m e  ( i n c o m e )  c o n v e r t e d  t o  money 

( t i m e )  term;. 

T h e s e  new de,  grid f u n c t i o n s  c o n t a i n  a d d i t i o n a l  a r g u m e n t s  r e l -  

a t i v e  t o  t h e  " c l a s s i c "  demand f u n c t i o n .  T h a t  i s ,  t h e  o r d i n a r y  de-  

mands a r e  f u n c t i o n s  o f  n o t  o n l y  money p r i c e s  a n d  i n c o m e ,  b u t  a l s o  

o f  t i n e  p r i c e s  a n d  o f  t h e  t i m e  endowment .  L i k e w i s e ,  t h e  money a n d  

t i m e  e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s  d e p e n d  n o t  o n l y  o n  money p r i c e s  a n d  

u t i l i t y ,  b u t  a l s o  u p o n  t i m e  p r i c e s ,  a n d  t h e  t i m e  endowment  ( f o r  t h e  

money e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n )  o r  i n c o m e  endowment  ( f o r  t h e  t i m e  e x -  

p e n d i t u r e  f u n c t i o n ) .  T h e r e f o r e ,  w e l f a r e  a n a l y s i s  may be  done  i n  a  

s t r a i g h t f o r w a r d  way u s i n g  t h e s e  e x p e n d i t u r e  f u n c t i o n s  p r o v i d e d  we 

a c c o u n t  n o t  o n l y  f o r  money a n d  i n c o m e  c h a n g e s  b u t  a l s o  f o r  t i m e  

p r i c e  a n d  t i m e  endowment  c h a n g e s .  

One f i n a l  r e s u l t  i s  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t .  T h e  S l u t s k y  

e q u a t i o n s  ( 2 7 a )  a n d  ( 2 7 b )  i n d i c a t e  a  t w o  t e r m  i n c o m e  e f f e c t  f o r  t h e  

money p r i c e  v e r s i o n  a n d  a  t w o  t e r m  t i m e  e f f e c t  f o r  t h e  t i m e  p r i c e  

e q u a t i o n .  R e s t a t i n g  t h e  S l u t s k y  e q u a t i o n s  f o r  money p r i c e  c h a n g e s ,  

T h e  LHS i s  t h e  M a r s h a l l i a n  p r i c e  s l o p e .  The  f i r s t  t e r m  o n  t h e  

r i g h t  i s  t h e  H i c k s i a n  p r i c e  s l o p e .  T h e  t o t a l  i n c o m e  e f f e c t  i s  made 

M up  o f  t h e  u s u a l  i n c o m e  e f f e c t  t e r m  - x i a x  / a Y  a n d  t h e  e f f e c t  o f  i n -  

M 
C O K E  t h r o u g h  t h e  t i m e  e f f e c t  xi(a xi  / a T l l a t T / a Y )  B o t h  t e r m s  a r e  

n e g a t i v e  if x i  i s  n o r m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  Y a n d  T, b e c a u s e  a E T h Y  

i s  n e g a t i v e  a n d  r e p r e s e n t s  t h e  c h a n g e  i n  t i m e  c o s t s  n e c e s s a r y  t o  



a c h i e v e  a  g i v e n  l e v e l  of u t i l i t y  i f  t h e  i n d i v i d u a l  i s  g i v e n  more 

income.  

From t h i s  e x p r e s s i o n  we can s e e  t h a t  t h e  t o t a l  ( c o m b i n e d )  

income e f f e c t  i s  g r e a t e r  i n  a b s o l u t e  v a l u e  t h a n  t h e  c o n v e n t i o n a l  

( d i r e c t )  e f f e c t .  T h i s  h a s  t h e  i n t e r e s t i n g  r e s u l t  o f  p u s h i n g  

compensa t ed  and  o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s  f a r t h e r  away f rom e a c h  

o t h e r .  Note t h a t  t h e  a d d i t i o n a l  i n d i r e c t  income e f f e c t  t e r m  c a u s e s  

t h e  M a r s h a l l i a n  demand f u n c t i o n  t o  be f l a t t e r  and  t h e  H i c k s i a n  

demand t o  be s t e e p e r ,  t h u s  d e c r e a s i n g  t h e  consumer s u r p l u s  measu re  

b u t  i n c r e a s i n g  t h e  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  measu re .  
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The s o l u t i o n  t o ,  and s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  o f ,  a  more g e n e r a l  

p r o b l e m ,  i . e .  m a x i m i z a t i o n  o f  an o b j e c t i v e  f u n c t i o n  s u b j e c t  t o  

m u l t i p l e ,  p o s s i b l y  n o n l i n e a r ,  c o n s t r a i n t s  h a s  a p p e a r e d  i n  t h e  

m a t h e m a t i c a l  e conomics  l i t e r a t u r e .  

The s i m i l a r i t y  can a l s o  be s e e n  i n  t h e  a p p r o a c h  o f  DeSerpa and 

H o l t .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h a t  a p p r o a c h .  which r e l i e s  on t h e  

i n v e r t e d  H e s s i a n ,  t e n d s  t o  o b s c u r e  t h e  d e t a i l  o f  t h e  t i m e  and 

income e f f e c t s .  

The i n t e r p r e t a t i o n  o f  H i s  t h e  m a r g i n a l  (money)  c o s t  o f  t i m e ,  

hence  H c o n v e r t s  t h e  t i m e  e f f e c t  i n t o  income u n i t s ,  and  

t h e r e f o r e  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  b r a c k e t s  nay  be i n t e r p r e t e d  a s  an 

a d d i t i o n a l  income e f f e c t .  


