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DISCUSSAO DOS RETORNOS A ESCALA NOS
CONTEXTOS DAS FUNCOES DE PRODUCAO
E DE CUSTO!

Eliseu Alves’

Resumo — O objetivo deste artigo foi expor ateoria de custo de produgéo de forma
rigorosa, masnum nivel de matemética correspondente ao uso de derivadas, evitando-se
ademonstragdo de teoremas que tomam muito espaco. O artigo justificaaexisténciadal
fungao custo, apresenta suas propriedades e mostracomo elase rel acionacom afungdo
de producéo, no sentido de que umaéadual daoutra. Elasticidades parciaisede escalal
s80 discutidas nos contextos da fungéo de produgéo e da fungéo custo. No equilibrio,
demonstra-se que umaéareciprocadaoutra. | ndica-se que acurvado custo médio ndo
tem forma definida, no sentido de que a forma possa ser deduzida dos axiomas que
embasam a teoria da producgdo, mas salienta-se a plausibilidade da forma em um U
aberto. Aduz-se que demanda condicionadaaum nivel especificado de producdo somente
existe seasolugdo do problemade minimizaco for tnica. Quando isso ocorre, indica-
se como obter afungdo demanda dafungdo custo. Demonstra-se que retorno constante
aescala é incompativel com mercados competitivos e que, se prevalecerem, a rendal
liquida € nula, depois de remunerados todos os fatores de producéo. Estende-se a|
definicdo da funcdo custo para vérios produtos. Enfatiza-se que as planilhas de custo
buscam estimar o custo médio minimo, mas que somente por purasorteisso ocorre. O
artigo introduz o leitor em textos mais avangados, aguns deles citados no correr da|
exposicao, e é Util paratrabalhos econométricos com afungéo custo.

Palavras-chave: propriedades da fungéo custo, tipos de retorno a escala, fungéo de
producgo, rendaliquida, custo médio.
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1. Introducéo

Fixe-se 0 nivel de producdo e imagine-se um experimento em que sgja
possivel ter cem valores diferentes para o prego de cada insumo. Em
seguida, calcule-se 0 custo por unidade de produto e geram-se cem valores
diferentes de dispéndios, informal mente de custos de produgdo. Como o
numero deinformagdes éfinito, igual acem, sempreexistirdo dispéndio
minimo, e ele aproxima o custo de producdo para o valor de producéo
fixado. Entretanto, se for repetido o experimento, muito provavelmente
encontrar-se-aoutro dispéndio minimo, e assim sucessivamente, e, desse
modo, é possivel verificar para qual valor a sequéncia converge. Este
valor representa o custo minimo. Naprética, esse procedimento € muito
dispendioso, pois assim o é a cada coleta de dados junto aos produtores.
O exemplo presta-se, contudo, para ressaltar que o custo de producgéo é
o menor dispéndio, o qual so por pura sorte pode ser obtido numa Unica
tomada de dados, por intermédio de umaplanilha.

Ent&o, como obter o custo de producdo? Uma das saidas € tentar estimar
uma funcéo que se gjuste aos dados coletados de agricultores ou dados
desérietemporal. Assim, dispde-se de um conjunto de observacdes sobre
y e w, sendo w 0 vetor preco dos insumos — como, por exemplo,
fertilizante, méo-de-obra, aluguel deterrae de maquinas e equipamentos
— ey aproducdo. Desse modo, cada variacdo dos pregos dos insumos
e dey corresponde aum dispéndio. Em geral, pressupde-se umaforma
amena as técnicas econométricas, a qual liga o dispéndio a (w,y). No
entanto, sem conhecer as propriedades da funcdo, ndo ha como
especificar os sinais dos coeficientes e criticar a forma postulada. E
pertinente até duvidar que afuncdo custo exista. Portanto, é importante
desenvolver a teoria da fungdo custo para, corretamente, saber ligar
dispéndio a(w, y). Outra saida para se determinar o custo é aplanilhade
custo; mesmo assim, ateoriadafuncéo custo gjudaaindicar como deve
ser organizada. Entretanto, infelizmente, somente uma informacéo de
dispéndio é obtida para cada observacéo.
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Embora a teoria da funcéo custo seja complexa, a exposi¢cdo dela no
texto é elementar, e é de interesse do leitor que quer se aprofundar na
teoria de producéo ou estimar a fungdo custo.

2. Teoriadafuncgéo custo: custototal

A construcéo dateoriadafungdo custo postula o seguinte: (a) 0 mercado
€ competitivo e, por isso, 0s agricultores seguem, ndo porque gostem, a
regrade comportamento que implicaminimizar o custo, ou seja, produzir
y com o menor gasto; e (b) conhece afuncéo de producéo, y=f(x), e os
precos dos insumos. N&o existe, portanto, incerteza.

Com essas hipoéteses, é possivel solucionar o problema de minimizagdo
do produtor? Aindan&o. E necessario admitir que os pregos dosinsumos
sejam maiores que zero e que afuncdo y=f(x) sgjasemicontinuasuperior,
que é uma propriedade menos restritiva que a continuidade. Ela sempre
severificanum conjunto finito de dados. A definico étécnica. E, apenas,
enunciada. A fungdo f(x) é semicontinua superior se 0 conjunto

A(r) ={x: f(x) > r} for fechado para qualquer numeroreal r. E f(x)
ésemicontinuainferior seo conjunto A(r) ={x: f (x) <r} for fechado

para qualquer numero real r. Uma funcdo € continua se for,
simultaneamente, semicontinuasuperior einferior.

Admite-se, ainda, que f(x) satisfaca as seguintes propriedades: f(0)=0;
se X2y, entdo f(x)= f(y), ou segja, € funcéo crescente®; se uma
componente de x tender parao infinito f(x), tende paraoinfinito, portanto,
levanta voo e continua subindo. Como é possivel ter insumo com prego
nulo, sera necessario estender a funcéo custo desenvolvida, de modo
que comporte também pregos nulos. Do ponto de vista da matematica,
essa é a parte mais delicada.

s E X2 y significa que cada componente de x € maior ou igual & componente correspondente de'y.
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O problema de minimizagdo pode ser formul ado da seguinte forma:

C(W,y)=min{_§nlwi*>s}

Sujeito a
y=1(x
w>0,i=1..,n
x=0,i=1..,n

O simbolismo quer dizer o seguinte: fixadosw ey, procura-se 0 vetor X

que da o menor dispéndio, ou sgja, a menor soma Z\Ni *X . Seas
i=1
possibilidades de escolha de X fossem poucas, obter-se-ia o valor da

soma para cada uma delas e se escolheria a menor soma. Mas, como
formulado, as possibilidades de escolha dosinsumos sdo muito grandes,
infinitas. Por isso, hdque serecorrer amétodos maiscomplexos. A escolha
dos insumos néo € livre. O vetor escolhido tem que produzir y e ndo
contém componente negativa. Designa-se a solucdo, se ela for Unica
para todo (w,y), por x(w,y). Assim,
y=f(x(w,y)) e C(w,y)=w*x(w,Yy). Note-se que x(w,y) néo

precisaser unico®. Sggam X' e X" duassolugdes. Ora, ambostém que
produzir y, portanto, a solucdo corresponde a dois pontos da mesma
isoquanta e sobre a mesma linha de isocusto, ou seja,

w* X'(w,y) =w* x"(w,y) . Logo, mesmo no caso de solugdes
multiplas, C(w,y) é bem definida, embora x(w,y) ndo o seja. Desta

forma, a cada (w,y) corresponde somente um valor de C(w,y), e é esta
condicdo que qualifica C(w,y) como funcdo. Qual é o significado de

4 Neste caso, X (W, y) € uma correspondéncia A cada (w, y) corresponde um conjunto de pontos. Essa

possibilidade ocorre, por exemplo, quando a isoquanta tem dois pontos ligados por um segmento de reta da
mesma inclinagdo da linha de isocusto.
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x(w,y), no caso de soluczo tnica? E ademandadeinsumos paraproduzir
y, portanto, a demanda condicional, condicionada por y. Conhecida a
funcéo custo e sendo a solugdo Unica, como se obtém x(w,y)? Se a
funcdo custo tem derivadas parciais em relagdo a 'y, entdo, a derivada
em relacdo ao preco do insumo i corresponde a demanda condicionada

doinsumoi. Formalmente, dC(w, y)/ow, = X (W, Y).

O gréfico a seguir ilustra o procedimento. Nele est4 a isoquanta 'y, ou
sgja, todas combinagbes dos insumos X, €X, que produzem a mesma

quantidadey, ealinhadeisocusto, isto €, todas as combinacbes de X, e

X, que custam a mesma coisa, no caso, k. Para dois insumos:

k=W, %X +W,* X,

- Custo Minimo
A= lcoguants
Y E = lcocurtn
‘.II
T ©
] ——
k\""\--\'. —
-\-"'-:-"-T__:: —_— A
—
E

(=

167



REVISTA DE ECONOMIA E AGRONEGOCIO, VOL.5, N° 2

Na solucdo do problema de minimizac&o, entre as combinacfes de
insumos que produzem y —portanto, se qualificam para a solugdo —,
uma delas (ou varias delas) tem 0 menor custo. Quando k aumenta a
linha de isocusto, desloca para cima e paralelamente a si mesma. O
menor custo € no ponto detangénciadalinhadeisocusto com aisogquanta.
Imagine-se, por um momento, que seja quando alinha deisocusto corta
aisoquanta. O leitor pode verificar que umalinhaabaixo daque cortaa
isoguanta h&d menor custo, e sempre haverd umadel as, ando ser no caso
da tangente. A linha de isocusto abaixo da tangente ndo tem uma
combinagdo deinsumos que produzay. Assim, 0 minimo ocorre no ponto
de tangénciadalinhadeisocusto com aisoquanta, 0 ponto ¢ do gréfico.
E possivel ter umaisoquanta patol égicaquando alinhadeisocusto corta
a isoquanta num ponto e a tangencia noutro. As hipéteses sobre f(x)
visam eliminar as patol ogias e garantir aexisténciado minimo. Todavia,
ashipdteses ndo eliminam apossibilidade de alinhadeisocusto tangenciar
a isoquanta em mais de um ponto e, mesmo, hum numero infinito de
pontos. Em todos el es, obviamente, 0 custo éo mesmo, eminimo. Contudo,
a funcdo x(w, y), a demanda de insumos, ndo existira. Se a funcéo de

producdo, y = f(X), for estritamente semicdncava, x(w,y) serd unico.

3. Propriedadesdafuncéo custo

Dedica-se mais espaco as propriedades que tém relevancia econémica
€ menos para as de interesse matematico.

1. C(w,0)=0eC(w,y) >0 se y>0.Quando nada se produz, nada
se gasta; para se produzir alguma coisa, incorre-se em gasto.

2. Para t, nimero real qualquer, C(tw, y) =tC(w,Yy), ou sgja, se 0s
precos dos insumos dobrarem, o custo dobrara também: C(w,y) é

linearmente homogénea em w. Seja C(w, y) =a*w, +b*w, +c*y.

Entdo, C(w, y) néo sequalificacomo umafuncéo custo. No caso, seos
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dois pregos deinsumos, W, ew, , forem multiplicados por dois, 0 custo
nao dobrard, porquey ndo ficamultiplicado por dois. Assim, umafuncéo
custo linear ndo podeter o termo'y, ou sgja, 0 custo ndo depende do nivel
deproducéo, o quendo faz sentido. A fungdo linear ndo pode ser escolhida
para se estimar a funcgdo custo. Mas, a funcdo Cobb-Douglas,
C(w,y) = AWW)Y, emquea, b e A sio constantes, se qualificacomo

uma fungdo custo, se a+b=1. Caso contrério, ndo. A funcao

C(w,y) = Avvav';ﬁ ,quando a+b=1, € linearmente homogénea.
E um exemplo de func&o custo homotética, que serd, posteriormente,
discutida.

3. Seos precos de todos ou a guns 0sinsumos aumentarem, € Ndo precisa
ser pela mesma quantidade, a fungdo custo ndo variar ou crescera
Formalmente, se w! > w?, entdo C(W', y) > C(w?, y) . Elaécrescente
em w.

4.Se y=>1z,entdo C(w,y)=>C(w,z) . Para se produzir mais, ndo se
pode gastar menos. Quando isso ocorrer, € porque hao se minimizou
custo, ou entdo houve mudancade tecnologia. A propriedade 4 tem sido
usada para definir racionalidade e é basica nos métodos que se propdem
a estudar a eficiéncia do agricultor (Varian, 1985; Fare, 1994).
Considerem-se, finalmente, as propriedades de interesse matematico.

5. Sey crescer sem limite, entd0 C(w, y) tenderapara o infinito.

6. C(w,y) éfuncéo concavaem w. Esta propriedade implica ser amatriz
hessiana de C(w,y), em relagdo a w, negativa semidefinida’.

7. C(w,y) ésemicontinuainferior emy.

5 Sejamw ehdoisvetorespregose <t <1, entéo C(t* w+(1-t)h,y) >t*C(w,y) +(L-t)*C(h,y).
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As propriedades 1 a7 podem ser demonstradas sem apelo as derivadas.
A unicidade dasolucéo exigerestricdo adicional sobref(x). Umarestricéo
quefuncionaé ser f(x) semiconcavaestrita. A funcdo f(x) € semicdncava
se o conjunto A(r) ={x: f(x)>r}, r um nimero rea qualquer, for
convexo®. E é semicdncava estrita se A(r) ={x: f(x) >r} for um

conjunto convexo. Exemplos: acurvanaformade um sino, acurvanormal
e alinhareta. Toda funcéo concava é semicdncava. A reciproca ndo €
verdadeira. Quando a fungdo de producdo é semicOncava estrita, as

derivadas parciais em relacdo aw existem, se y > 0.
4. Dualidade

Qual é o significado da palavra duaidade? Verifica-se que, quando a
funcgdo de producéo € semicontinua, € possivel obter afungdo custo como
solucéo do problema de minimizagdo proposto anteriormente. Obtidaa

funcdo custo, C(w,Yy), com as propriedades anteriores, é possivel
recuperar a funcéo de produc&o que Ihe deu origem?

A resposta é positiva, mas exige bastante trabal ho, que foge ao nivel do
texto. Mas, se 0 problema de minimizacdo tiver uma tnica solucéo x(w,

y) e C(w, y) for derivavel em relagéo as componentes de w, a solucéo
€ mais simples. J4 é conhecido que, neste caso, obtém-se
oC(w, y)/dw =X (w,y), i =12...n.Tem-se, assim, um sistemade n
equacfes emy, w e X, sendo y fixo’. Em seguida, busca-se explicitar y
em fungdo de x. A funcdo obtida é a funcdo de producéo. Seja

C(w,y) = AWW)y e a+b =1, entéo:

5 Neste caso, aisoquanta, além de ser convexa, ndo contém nenhum segmento.
T L(WY)=W X AW, X+ AW X (Y- (X)). Derivando-seafuncéo de Lagrange, ao lado, em relagéo w,, obtém-se

aderivadade C (W, y) emrelagdow, A func&o deLagrange refere-seao problemade minimizagéo.
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aAWE Wy = X,
bAW W,y = X,

Eliminando w, e w,, explicita-se y em fungéo de X, € X, e obtém-se
uma funcdo de producdo do tipo Cobb-Douglas. Resposta,
y=f(X)= A¢x e A=a*(1l-a)*". Quando a fungdo custo e a

funcdo de producéo tém a mesma forma, so reciprocamente duais. é
0 caso dafungéo Cobb-Douglas.

Um exemplo em que dualidade reciproca ndo ocorre. Para se produzir y
s80 requeridos n insumos e se verifica a seguinte igualdade (funcéo de
producéo de L eontief):

X =ayi=12..n. Entdo, fungdo custo corresponde a

C(w,y) = (2 W * & )* Y. portanto, afuncio custo tem formadiferente

i=1

da funcéo de producéo.
5. Funcéo deproducéo linear homogénea

No caso dafuncéo de producéo Cobb-Douglas, afuncdo custo é o produto
de duas funcdes, uma em w e a outra em y. E isso verdade para toda
funcéo de producédo linear homogénea? A resposta é afirmativa, ou sgja,
sendo a funcéo de producdo linear homogénea, entdo

C(w, y) = h(w)* y. Eh(w) élinear homogéneae concavaem w, como
€ exigido pelas propriedades 2, e areciproca € verdadeira.
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Quando a fungéo de produgdo € linear homogénea, qual € ainclinagdo
datangente no ponto em queum raio apartir daorigem cortaaisoquanta?
E amesma para cada isoquanta. Assim, quando a fungdo é homogénea
linear, as isoquantas sdo paraelas. Seja a fungdo de producéo f(x), em
dois insumos (para simplificar) e linear homogénea. Entéo,

f (X, %) =xf(X,%)+ X% f,(X,X,) . Aolongo da mesmaisoquanta,
portanto f (X, X,) constante, f,(x,X,)dx + f,(x,X,)dx, =0. Logo,
fi(x0 %) _
F, (%, %)
origem e por (X,X,), tem-se X /X, = K e K constante. Derivando

—d(x,)/d(x) . Ao longo de um raio que passa pela

x /%, = K , obtém-se d(%;)/d(x) :;(12. Dai se segue que:

f(x,%) _ __ X
T x) d(x,)/d(x) X

Vé-se, desse modo, que, quando semultiplica X = (X, X,) port, t # 0,a
inclinacdo da tangente aisoquanta ndo muda®.

6. Funcéo de producéo homotética

Existe uma funcéo de producdo mais geral que a linear homogénea e
gue tenha esta propriedade? A resposta é afirmativa. Trata-se dafuncéo
de producdo homotética. A funcdo de producdo é homotética se for a
composi cao de duasfungdes. Umadefinidanos nimerosreaise monétona
crescente estrita e a outra definida no espaco dos insumos e linear

homogénea._ f (x) =r(g(x)) . A fungdo r(.) é definida no conjunto dos

¢ sio f,(X) e f,(X) homogéneasdegrau zero. Ao semultiplicar x por t, asduas derivadas permanecem constantes.
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ndmeros reais. Quando ela for derivavel, exige-se r '(t) > 0. Fazendo
f(x,%) = K, Ter-se-a rg,(x,%)dx +19,06,5)dx, =0, e dx, /g ==0,06,%)/ 9,04, %) -
Aolongo doraio que passapelaorigeme por (X, X,), (tx,tx,), t >0,

__X%
dx, / dx, = _Z , COMo j& se viu. Substituindo-se, ocorrera que:

d,(X) X Ou sgja, se x for multiplicado por t, a

inclinacdo datangente é amesma. A perguntarelevante € qual aforma
da funcéo custo quando é homotética a funcdo de producdo?

C(w,y) =R(y)*h(w) e R(y)=r"(y)s

Novamente, C(w,y) desdobra-se em dois fatores: r(y), mono6tona
crescente estrita em y, e h(w), linear homogénea e cbncava em w.
Exemplos de funcéo homotética: C(w,y) = Avvav';\N e a funcéo
translog. Desenvolvé-laé muito trabalhoso (ver Alves, 1996, p. 29-33).

Um ponto importante: se a funcdo de producdo é homotética, a funcéo
custo se decompde em dois fatores, como indicado. A reciproca é
verdadeira: a decomposicdo indicada da funcdo custo implica ser
homotética a funcdo de producéo. E vale 0 mesmo para a funcéo de
producdo linear homogénea.

O que ocorre com ademanda condicionada de insumos quando afuncéo
de producdo é homotética? Decompbe-se no produto de dois fatores:

X (W, y)=r(y)*oh(w)/ow . Se houver esta decomposicdo da
demanda condi cionada de insumo, afuncéo de producdo é homotética.

° Rey)= I (Y) éfungoinversader(y).
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Quando a funcdo de producdo é linear homogénea, entdo
X (W, y) = y*oh(w)/ow, .

Nos logaritmos, log(x ) =log(y) +log(dh(w)/dw;) . Escolhendo-se

uma férmula para h(w), é possivel estimar a equacdo ao lado. Se ela
sobrevier ao teste estatistico, ndo se rejeitard a hipétese de que os dados
sao compativeis com a fungdo de producdo linear homogénea.

O gréfico abaixo contém quatro isoquantas e trésraios (1, 2,3), a partir
daorigem. Cadaraio intercepta as quatro isoquantas em quatro pontos.
Segja 0 raio 1. Quando a funcdo de producdo € homotética, as quatro
tangentes as isoquantas, nos pontos de intercessdo com o raio 1, séo
retas paralelas. O mesmo precisa ocorrer com os dois outros raios e
qualquer outro raio apartir daorigem. Pelo gréfico, visua mente, afuncdo
de producédo que deu origem a este mesmo é homotética®.

Fungdo de Produgio homotética

xE_

s

/‘\
>< /

/ \/ \ ,--’u
|/ ”7< x”x f“‘

a

10 A funcéo de producéo linear homogénea é um caso especial defungéio homotética. Basta, nadefinicéo defungio

homotética, f (X) = I’(g(X)), tomar r(.)=1. Ou sgja, afuncéor (.) sempre assume o valor um.
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7. Producéo ¢tima: curvadaoferta

Em C(w, y), w é mantido constante. Deixa-se variar y para se obter a
producdo 6tima, ou sgja, aquelaque maximizaarendaliquida.

A rendaliquida é dadapor R(w, p,y) = p*y—C(w,y),ew ep sio
constantes, sendo w vetor preco dos insumos e p o preco do produto. Se
o maximo de R(w,p,y), emrelacdo ay, existir e o ponto 6timo for tal que
y° >0, entdo p=C'(w,y) . Portanto, o pregco do produto é igua ao
custo marginal, aderivadado custo C(w,y) em relacdo ay, mantendo-se
w fixo. A condi¢do de segunda ordem para um maximo requer que
R"(y°)<0. Portanto, C"(w,y°)>0., ou seja, C"(w,y°)é

estritamente convexaemyy, no ponto 6timo. O ponto 6timo depende dew
e p. E representado por y(w,p), que é a curva de oferta. Descreve como
y variaem relacdo ap, sendo w fixo. Note-se que é admitido ser Unicaa

solucdo.

SegjaR(w,p) arendaliquidadétima. Em y(w, p), w contribui parades ocar

a curva de oferta para esquerda ou para direita. Que direcionamento
ha?

O incremento do preco de um insumo tanto pode aumentar, deixar
inalterada ou aumentar a producao 6tima, isto é, deslocar paraadireita,
ndo deslocar ou deslocar para a esquerda a curva da oferta. U m

fator de produgao diz-se normal se d X (W, y)/dy > 0, ediz-seinferior

se d x(w,Y)/dy<0. Assim, aumentando-se y, em torno do 6timo,

aumenta-se ademandado fator normal ereduz-seado inferior. Portanto,
adefinicdo estade acordo com aintuicdo. Seofator producéo for normal,
0 aumento de seu preco reduz a producdo, ou sgja, a oferta, e 0 oposto
ocorre com o fator inferior. Novamente, de acordo com aintui¢ao.
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Mantendo w fixo evariando p, produz-se des ocamento ao longo dacurva
de oferta. Que ocorre com a oferta se p crescer? Sabe-se que, no ponto

deequilibrio, p=C'(w, y(w, p)). Derivando estaigual dade em relagdo

p, ter-se-a C"(w, y(w, p)* dy(w, p)/dp=1. O primeiro termo do
produto & direita € positivo, pela condicéo de segunda ordem para a
maximizagdo da renda liquida. Logo, segue-se que dy(w, p)/dp > 0.
Assim, 0 aumento do prego do produto implica o aumento da producéo.
E aredugéo do preco do produto implicao inverso.

8. A curvadocusto médio

A curvado custo médio é dada por CM(w,y)=C(w,y)/y, w fixoey>0 e
variavel. E usual pressupor-se que tenhaaformade um U e, no caso, a
curva do custo marginal a corte no ponto minimo. As hipoéteses feitas
ndo garantem nem aformaem U nem aexisténciade um Unico minimo.
A formade um U é justificada por fora, portanto, ndo é deduzida das
hipo6tesesjafeitas. Ou sgja, supondo-se que, iniciamente, hajarecursos
0Ci 0S0S, enguanto estes existirem, o custo médio € decrescente: €0 ramo
decrescente da curva do custo médio. Exauridos 0s recursos ociosos,
paraproduzir mais € preciso gastar mais por unidade de produto. Assim,
no ponto de exaustdo dos recursos 0ci0sos, 0 minimo ocorre eacurvado
custo médio comega crescer: é o ramo ascendente. Adiciona-se, desse
modo, a hipotese dos recursos ociosos e como influenciam a curva de
custo médio, mas sem o rigor necessario. Note-se que esta hipétese tem
aver com afuncdo de producéo. Ela, por exemplo, rejeita afuncéo de
producdo tipo Cobb-Douglas, a ndo ser que esta seja dividida em trés
ramos. a esquerda do minimo, com retorno crescente aescal a, portanto,
maior que um; no minimo, linear homogénea (retorno a escalaigua a
um); e adireita, com retorno decrescente, menor que um. Em trabalhos

economeétricos é estimado um Unico ramo: o dadireita, usual mente.
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No grafico a seguir estéo os trés ramos do custo médio: a esquerda do
ponto e, 0 ramo decrescente, que corresponde a elasticidade de escala
da funcéo de produgdo maior que um; o ponto e, 0 minimo do custo
meédio, equivaleaelasticidade de escalaigual aum; e, finamente, adireita
de e est&d 0 ramo crescente, que equivale a elasticidade de escala menor
gue um, dafuncéo de producgéo. Ainda cabe aduzir que, em y=0, o custo
marginal e o custo médio sdo iguais. Até o ponto e, 0 custo marginal é
menor que 0 médio; igualam-se novamente em €, e, a direita de e, 0
custo marginal € maior que o custo médio'.

Custo médio e marginal

A= Curkn Marzind 1

E= Curkn Media

Custo

o g GQuant idade

Seafuncéo de producéo for linear homogénea, C(w, y) = y*h(w). Logo,
0 custo médio e o marginal sdo iguais a h(w), que é concava e linear
homogénea, em w. Neste caso, a forma em U do custo médio ndo se
verifica. Ele éumalinhareta paralelaao eixoy, de aturah(w). A linha
do custo marginal se justapbe ado custo médio. E a escala de produgéo
ndo € determinada. Sera zero se 0 preco do produto for menor que h(w)
einfinitasemaior ouigual.

* Pelaregra de L'Hospital, l)(ILro](C(W’ y)/ y) =C '(W, y) Por isso, emy = 0, as duas curvas

coincidem.
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Custo médio e marginal

Fungao de produgcéao linear homogénea
Custao

C.médio=C.marginal

hiwm]

Y

Ha duas proposi ¢des importantes sobre o impacto do aumento do preco
de um insumo nacurvade custo médio e na producéo: (a) o aumento do
preco do insumo x; desloca a curva do custo médio para cima; (b) o
incremento do preco do insumo xiy,tudo maisconstante, diminui o nivel de

producdo se e somente se (d X (W, y)/ady)* (y/x)>1. Ou seja,
ay(w, y)/ow > 0 se e somente se a desigualdade ao lado se verificar
(Alves, 1966, p. 43).

9. Elasticidades

Na exposi¢do, restringe-se a dois insumos, porque ndo ha nenhuma
dificuldade de se generalizar paraninsumos. Hadoistipos de el asticidade
de producéo: parcial etotal.

a. Elasticidade parcial: fungdo de producdo

Seja 'y = f(x,X,) . A elasticidadeparcial emrelagdio aoinsumox indica
a porcentagem que a producgdo crescera quando se aumenta em 1% a
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dy/ .
quantidade doinsumoi. Formamente, & =#= fi( %) x 1y, i=12

Note-se que se fixou (X;,X,) e, portanto, a elasticidade depende dos
niveis de (X, X,). No equilibrio, em que (X, X,) correspondem aos
valores obtidos pela maximizacdo da renda liquida, tem-se que
p* f.(x,%,)=w i=12 Substituindo, obtém-se g =wx /p*y=5s i=12.
Ou, generalizando, § =wWX / p*y=5 i=12,..,n. Note-seque § é

aparticipacao do gasto com o insumo i no valor da producgdo. Reafirma-
se gue essa relacdo somente é vélida no ponto de equilibrio, que
corresponde ap e w.

b. Elasticidade de escala: funcdo de producdo

A elasticidade de escalaresponde a questao de quanto varia a producéo,
guando se expandem os insumos, ao longo de um raio que passa pela

origem. Ou sgja, para t >0, (tx,tX,)é o raio a partir da origem e
passando por (X;,X,), quando t =1. Por definigdo, a elasticidade de

Ay/
escalaédadapor: €= yly

AL deixando-set tender parazero e fazendo-

d
se t=1, ter-se-a e=(;[/*(1/ y(D) 2. Derivando f (tx,tx,) em
dy

a —
Dividindo ambos os membros da equagdo por y > 0 e considerando a

£ (%)% + 506, %,)%, .

relacdo e para t=1, obtém-se

definicéo de elasticidade parcial, tem-se: €= €, +€,. Note-se que, para

2 Y1) = f(x, %)
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cadanivel deinsumos, (X, X,), a0 longo do raio que passapelaorigeme
por (X, X,),tem-se um valor de e. Generalizando-se para n insumos,

e= 2 €. Nafuncdo Cobb-Douglas, os expoentes s30 as el asticidades

i=1
parciais, e a elasticidade de escala, pelaférmulaacima, é asomadeles.
Note-se que, neste caso, as el asticidades parciais e de escalaindependem
de x. Por isso, a funcdo Cobb-Douglas tem elasticidade constante, ou
seja, as elasticidades parciais e de escala ndo dependem de x. Como

ezﬁ;q, e € =5, no ponto de equilibrio, logo, ezzni,sw no nivel
Oti mg derenda i

Seja a funcdo de producdo linear nos dois insumos
X, ex,:y=a+b*x +c*x,,. Entdo, g =b*x /y; e =c*x,/y.
Portanto, a elasticidade de escala, e, em x=(X,X,), € dada por

e=g+e,.

Completando adefinicéo deretorno aescala, se, emx, e> 1, haretorno
crescente a escala; se e< 1, O retorno a escala é decrescente; e,
finamente, se e=1, 0 retorno a escala é constante.

10. Retorno a escala: funcéo custo

A elasticidade de escala é definida da seguinte forma:

AC(w, y)
g- Cwy) _AC(wy), Yy
Ay Ay  C(wy)
y
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E usual deixar Ay tender para zero; e levando-se em conta que

dC(w,y)/dy=C'(w,y), tem-se que E=C'(w,y)*(y/C(w,Y)).
Para entender o significado de retorno a escala, no contexto da funcéo
custo, convém estudar, rapidamente, a funcdo custo médio,

CM (w,y) =C(w,y)/y.Derivando CM emrelacdo ay econsiderando
adefinicdo de E, obtém-se:

CM ‘(W, y) — (yCl(Wi y)z_C(W7 y) — (C(\;/Vzi y))*[C'(W, y)* c y —l] — (C(\;,\g y))(E—l) (*)

(-wy)

E usual admitir ter acurvado custo médio aformade um U aberto, com
um ponto minimo. A esguerda do ponto minimo acurvado custo médio

édecrescente; logo, CM '(w, y) < 0, oqueimplica, pelo dltimo membro
a direita de (*), que E <1. Neste ramo da curva do custo médio
predomina o retorno crescente a escala, porque se produz mais com
custo decrescente. Quando E =1, a curva do custo médio passa por

um minimo (verifique a condi¢do de segunda ordem), tem-se retorno
constante a escala. A direita do minimo, a curva do custo médio é

crescente; logo, CM '(w, y) > 0, oqueimplicater-se E > 1. Nesteramo,
produz-se mais com custo crescente.

E pertinente reescrever o segundo membro de (*) da seguinte forma:

M ‘(w, y) = SN =COYTY) - ey

A direita do ponto minimo o custo médio é decrescente, portanto,
CM '(w,y) <0, assim, C'(w, y) <C(w,y)/y. Desse modo, acurva
do custo marginal esta abaixo da do custo médio. No ponto de custo

médio minimo elas se cruzam. A direita deste ponto, a curva do custo
marginal ficaacimada curvado custo médio.
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11. Elasticidades parciais pela fungdo custo

Pode-se valer de x(w, y), a demanda condicionada, para definir as
elasticidadesparciais:

_ax(w,y)/x(w,y) N
E = dyly = (0% (W, y) 1 9y)* (Y1 % (W, Y)).

Note-se que as elasticidades parciais dependem do nivel em quey é

fixado. Ora, C(W,y) = Z\Ni *% (W, ¥)- Tendo-se em conta esta
i=1

equacdo e, por definicdo, a elasticidade de escala em y, é igual a
E_ dC(w, y)/C(w, y)
dy/y

, vem, depois de manipulacbes simples,

E:Zn‘l,s* E.ora, S =w*x(w,y)/C(w,y). Ousga S medea
parti cli pacéo do dispéndio noinsumo x, no dispéndiototal, C(w, y).

12. Relagao das elasticidades nas 6ticas das funcoes de producéo
e de custo

No ponto 6timo, Y., e= (WX +W,X,)/ py,=C(w,Yy,)/ py,. No
ponto 6timo, tem-se C'wy,)=p. Como
E=C'(w,y,)*(y/C(W,VY,)) . no ponto 6timo,
Y,, E=py,/C(w,Yy), comparando E e e, conclui-se que no ponto de

rendaliquidamaxima, Y,, tem-se E =1/ e. No caso dafungéo Cobb-

Douglas, ambas as el asticidades independem do ponto 6timo, verifique
se esta relagdo ocorre. Obvio, ndo?
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13. Renda liquida e retorno constante

Na condi¢do de retorno constante, a renda liquida é nula. Lembre-se
que, neste caso, as curvas de custo médio e custo marginal coincidem,
numa linha paralela ao eixo das quantidades. Se o prego estiver abaixo
desta linha, ndo havera producdo. Se estiver acima, a renda liquida é
positiva, mas o0 crescimento da producdo, que vira em consequéncia,
fara, com o passar do tempo, que o preco do produto volte para o nivel

em quealinhareferidacortaaordenada Logo, p=C(w,Yy)/y, y>0,

7

ou entdo, py=C(w,y), e a renda liquida é nula®. Como

tRL =t(pf (X)—w* Xx) t>0, no caso de retorno constante, se

RL > Qparadgumx, RL, rendaliquida, cresceraparaoinfinito, deixando
t crescer indefinidamente, o que ndo faz sentido. Assim, nacondicéo de
retorno constante, qualquer nivel de producdo produz a mesma renda
liquida, aqual é zero. O equilibrio &, portanto, indefinido. Assim, afirma
poderia expandir a producdo sem limites, tornando-se a Unica firma
produtora, com o dominio total do mercado. Neste caso, a hipotese que
fundamentou o exercicio — de que 0 mercado € competitivo — deixaria
de ser verdadeira. Ainda, no mundo daagriculturaisso ndo existe. Logo,
a hipétese de retorno constante ndo pode prevalecer no longo prazo.

14. Produgdo mdultipla

O sistema de producdo pode dar origem a dois ou mais produtos, sem
gue exista uma funcdo de producdo separada para cada produto. No
caso de existir uma funcéo de producdo para cada produto, volta-se ao
caso anterior, e ha umafuncdo custo para cada produto. A producéo de
leite, por exemplo, produz trés produtos: leite, vacas que serdo descartadas
e bezerros; assim, aproducdo ndo se separaem trés funcdes de producao.
Por iss0, é necessario substituir afuncéo de producéo pelo conjunto de

3 Note-se que, quando a curva do custo médio admite o valor minimo, no ponto minimo arendaliquida é nula.
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producdo V(y) e V(y) ={x:x produz vy}, e V(y) é um conjunto
fechado. O problemade minimizag&o é formulado da seguinte maneira:

C(w,y)=min{iwi*>ﬁ}

xeV(y) =l
Sujeito a
w>0,i=1..n
X 20,i=1..,n

Aspropriedadesde C(w, y) sfo basicamente as mesmas; as derivadas,

quando existirem, dizem respeito as componentes dos vetoresw ey. A
discussdo sobre dualidade € bem mais complicada. A fungdo custo médio
existe tA0-somente para cada componente do vetor y. E possivel definir

elasticidade de escala, mas ela perde a interpretagdo dada, e C(w, y)

pode ser usada em trabalhos econométricos, considerando-se as
componentesdew ey. No equilibrio, o custo marginal em relacdo acada
componente do vetor y se iguala ao respectivo preco. Derivando

RL(y) = p* y—C(w, y) em relagéo a cada componente de y e
igualando-se a zero, depoisde verificar-se acondi¢éo de segundaordem,
vir& p=C’'(W,Y,),i=12,..,n, em que Yy, é o valor de y
correspondente ao 6timo e tem n componentes.

15. Conclusdes

Procurou-se mostrar as propriedades da funcdo custo e como ela se
relaciona com afuncéo de producdo que |he deu origem. O texto é uma
introducdo ao capitulo 1 damonografiaintitulada Funcdo Custo (Alves,
1966). A apresentacdo € rigorosa, embora o nivel de matematica sgja
elementar. O texto ajuda o leitor a entender melhor o significado das
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planilhas de custo e mostraaimplausibilidade daexisténciaderetorno a
escala em mercados competitivos. Se estes existissem, o tamanho do
negacio ficariaindefinido: qual quer tamanho redundarianamesmarenda
liquida, sempre nula. Muitosjustificam areformaagraria, fundamentados
na existéncia de retorno constante a escala. Contudo, o texto mostrou
que aproposi ¢ao ndo subsiste quando o mercado é competitivo. A fungdo
custo expressa a decisdo de minimizar os dispéndios para cada nivel de
producdo. Assim, espera-se que os dadosreflitam esta deci sdo nosmodel os
econométricos. Outra linha de ataque, que néo foi estudada no texto, €
verificar se os dadosrefletem adecisdo de minimizar dispéndios (Alves,
2004).
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Abstract -The article deals with the cost function at a mathematical level that only
requires knowledge of differentials, but except for that, it keepsrigor at ahigh level. It
only states theorems that require long proofs. The article justifies the existence of the
cost function, points out its properties, and shows how it relates with the production
function in the sense that one is the dual to the other. The article discusses partial and
scale elagticities, both in the context of production and cost functions. Whenever profit
ismaximized, oneisthereciprocal of the other. The cost function has not adefined form
in the sense that it can be deduced from the axioms of production theory. But the
articles points out the plausibility of the form that resembles an open U. The existence
of the demand function for a given level of production requires the unicity of the
solution of the minimization problem. Whenever the solution is unique, one indicates
how to obtain the demand from the cost function. Constant return to scale is not
compatible with a competitive economy, and if it prevails net profit is zero, after al
factor of production gets its share. The paper extends the cost function to several
products, and emphasizes that only by pure luck the minimum average cost shows up
if just one observation issurveyed. The article preparesthe reader for amore advanced
exposition of the cost function, and the text references some of them, and also isuseful
for econometric research.

Keywords: cost function, production function, return to scale, average cost, profit.
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