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Réwnowaga w modelu Nonnemana-Vanhoudta
z funkcja produkcji CES

Wprowadzenie™

Celem prezentowanej pracy jest zbadanie stabilno$ci modelu wzrostu gospo-
darczego Nonnemana-Vanhoudta przy n-kapitalowej funkcji produkcji CES,
zdefiniowanego za pomocg réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére generuja
lokalny uktad dynamiczny!. Stabilno§¢ modelu rozumiana jest jako stabilno$é
rozwigzan tego uktadu réwnan rézniczkowych w punkcie stacjonarnym.

Model wzrostu gospodarczego Nonnemana-Vanhoudta [1996] stanowi roz-
szerzenie modelu Solowa [1956] oraz Mankiwa-Romera-Weila [1992] na przy-
padek, w ktérym na wielko$¢ wytworzonego w gospodarce strumienia produktu
wplywa n réznych naktadéw kapitalowych oraz naklady jednostek efektywnej
pracy.

Z reguly w makroekonomicznych modelach wzrostu gospodarczego przyj-
muje sie zaloZenie, ze proces produkcyjny opisany jest przez funkcje produkcji
Cobba i Douglasa [1928]. W opisywanym modelu wykorzystuje sie zapropono-
wang w 1961 roku funkcje produkciji o stalej elastycznosci substytucji czynnikéw
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I Alternatywne podejscie do badania réwnowagi modelu Nonnemana-Vanhoudta, przy funkcji
produkcji CES, znalezé mozna w pracy Dykas, Edigarian, Tokarski [2011].
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produkgji, tzw. funkcje produkcji CES (ang. constant elasticity of substitution),
ktéra jest rozszerzeniem funkcji produkcji Cobba-DouglasaZ.

Badanie stabilno$ci uktadéw dynamicznych w teorii réwnan rézniczkowych
jest niezwykle istotne z punktu widzenia zastosowan. Stabilno$¢ moéwi nam
o tym, ze uklad po wyprowadzeniu go ze stanu réwnowagi sam powraca do
pierwotnego stanu.

Na poczatku prezentowanego opracowania przedstawione sg zalozenia
molelu Nonnemana-Vanhoudta z n-kapitalowa funkcjg produkcji CES. Nastep-
nie udowodniono, ze model ten charakteryzuje sie asymptotyczng stabilno$cig
w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego tego modelu wzrostu gospodarczego.
Na koniec podano najwazniejsze wnioski z prowadzonych w pracy rozwazan.

Zalozenia modelu Nonnemana-Vanhoudta

W modelu Nonnemana-Vanhoudta z n-kapitalowa funkcja produkcji CES
przyjmowane sg nast¢pujace zalozenia dotyczace funkcjonowania gospodarki:

Zalozenie 1. Proces produkcyjny opisany jest przez n-kapitalowg funkcje
produkcji CES dang wzorem:

1

Y() = <zn:a/i[<i—w(t) +%E_“’(t)> ! dlat € [0,00)

i=1

gdzie Y to wielko$¢ wytworzonego w gospodarce produktu, n € X to liczba
wykorzystanych w procesie produkcyjnym zasobéw kapitatu, K; = 0 to naktady
i-tego rodzaju kapitalu (dla i = 1, 2, ..., n), zas§ E = 0 to naklady efektywnej
pracy, a ¢; dlai = 0, 1, 2, ..., n to udzial poszczegblnych naktadéw kapitatu
oraz efektywnej pracy potrzebnych do wytworzenia produktu Y, ponadto dla

N
i=01,..,na €(0,1),n € (0, ) oraz Zai € (0,1).
i=1

Zalozenie 2. Przyrosty kazdego z zasobéw kapitalu K; stanowig réznice
pomiedzy inwestycjami s;Y w te zasoby a ich deprecjacja 0;K; dla kazdego
i=1,2,.. n czyl:

Vi e[0,+0)Vi=1,2,...n K;(t) = 5;Y(1) - 6,K;(2) (1)

gdzie s; to stopa inwestycji w i-ty zaséb kapitatu, za$ d; jest stopa depre-
cjacji tego zasobu, dla i = 1, 2, ..., n. O stopach s; oraz J; zaklada sie, ze

N
Yi=1,2,..mns,0; € (0,1) oraz Zsi € (0,1).

i=1

2 Dowdd stabilnosci n-kapitatowego modelu dla funkcji produkcji Cobba-Douglasa przedstawiony
jest w opracowaniu Dykasa, Sulimy, Tokarskiego [2008].
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Zalozenie 3. Praca efektywna E jest iloczynem zasobu wiedzy A, ktérego
przyrost ma charakter egzogenicznego postepu technicznego w sensie Harroda3,
i liczby pracujacych L. Jednostki efektywnej pracy E rosng wedtug stopy u > 0,
ktéra jest sumg stopy postepu technicznego g > 0 oraz stopy wzrostu liczby
pracujacych n > 0. Dlatego tez:

Vit € [0, +») EQ/E(t) =u =g + 7

oraz
Vi € [0, +00) AQ/A() = g
L@Y/L(t) = n
Niech y(1) = 22 dla ¢t € [0, «) oraz k(1) = K i = 1,2 .,

E(t) E(1)
t € [0, ©) bedg odpowiednio produktem na jednostke efektywnej pracy oraz
i-tym zasobem kapitatu na jednostke efektywnej pracy. Wtedy funkcje produkcji
CES mozemy zapisa¢ w postaci:

Vit € [0, +0) y(©) = (Zaiki‘”(f) + a'0> " 2)
i=1
K.WE@®) — K,(OE()
E*(1)
podstawieniu réwnania (1) i (2) otrzymujemy:

Ponadto I'cl-(t) = dlat €[0, +»),i=1,2, .. nipo

Vit €[0,+00)Vi= 12,0kt = Sl-(Za'ikj“’(t) +a/0> —(6; + 1)k;() (3)
j=1"

S

Uklad zlozony z n réwnan rézniczkowych (3) generuje lokalny uktad dyna-
miczny i opisuje ruch i dynamike wytwarzanego produktu ¥ w omawianym
modelu.

Punkt stacjonarny w modelu Nonnemana-Vanhoudta
z n-kapitalowa funkcja produkcji CES

Punkt stacjonarny w uktadzie dynamicznym to taki, ktéry nie porusza sie
wzgledem czasu (jego predko$é jest réwna 0), czyli taki, ktéry spelnia réw-
nanie:

3 Postep techniczny w sensie Harroda to taki, ktéry bezposrednio poteguje produktywnosé
naktadéw pracy L.
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Vi €0, +) Vi = 1,2, ..., n k() = 0.

Z tego wynika, ze punkt stacjonarny uktadu dynamicznego generowanego
przez uklad (3) jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu réwnai:

Vit e|0,+)Vi=1.2,..,n sl-( Zajk;w(z) +a0> ’ —(0; + 1)k () =0
j=1

lub po przeksztalceniach:

n si w 0
YVt e [O, + oo)Vz =1,2,...,n jglajkj ) +a,= <5,+ﬂ> k(1)

s, \@
Podstawiajgc (6 _; > =y, oraz k;?(t)=L,(¢t) dlai =1, 2, ..., n spro-
wadzamy ukfad (3) do uktadu réwnan liniowych:

Vit € (0,4 0)Vi=1,2,..n Zlaij(t) —7,L,(0) =—a,
=

lub w postaci macierzowej:

a =y, a4, .. a, L(1) —a,

ay, =7, ... 14 L,(?) —a

vt = [0’+ OO) :l 2 . 2 ) .n . 2: — : 0
@, a, ca,— 7, [L,® -a,

Uktad ten mozna rozwigzaé wykorzystujac twierdzenie Cramera i rozwi-
ni¢cie Laplace’a. Kolejne wyznaczniki Cramera dane sg wzorami:

a,— 7, a, o,
o Ay — 7y oen a n 1 n
1 2 2 n
W=det| S B F ICEARDICH NN (G0
: : i=1 j=1 "li=1
a, a, e a, =7, i+
oraz
G =N @ — &, a,
a a,—7 ay ... o n
. _ 1 2 2 0 no|_ _
Vi=12,...n W =det| O B IINGED
j=
a, a, @y . @, 7, j#i
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noQ.
Jesli parametry «;, y; dla i = 1, 2, ..., n spelniajg réwnosé¢ D, 7J =1 to
j=1"4
uktad réwnan (3) nie ma rozwigzan, a tym samym rozwazany uktad dynamiczny
nie ma punktéw stacjonarnych, bo:
a; _
-7

W=0s f[l(—yl.)+ Zj:la'j f[l(—?',-) =0« H(‘%‘)(l + Zj:l(

poniewaz Vi=1,2,..,ny #0.Jesli za§ «;, y; dla i = 1, 2, ..., n spel-

a;
niaja: Z —~ #* 1, to uklad réwnan (3) ma jedno rozwigzanie, a tym samym
ji=1 7

uktad dynamiczny generowany przez to réwnanie ma jeden punkt stacjonarny
(L’lk, L3, ... L:) o wspoélrzednych:

—% ﬁ(—n)

= %o
. . _ JFi _ Vi
Vi=12..,nL=— - = @
H( 70+ ZO/ -7 1-25
j=1 "|k=1 j=1"
k#j
lub wracajac do zmiennych z podstawienia:
1
a, w

4)
1 —

™M=| =]

R

j=1

n

a .
Z réwnania (4) plynie wniosek, ze: . 5 <1 bo k; = 0. Nieréwnos¢ ta
j=1"J
wyznacza przestrzen fazowg analizowanego uktadu réwnan rézniczkowych.

Stabilnoé¢ punktu stacjonarnego w modelu Nonnemana-Vanhoudta
z n-kapitalowa funkcja produkcji CES

Do udowodnienia stabilnosci punktu stacjonarnego (k’f, Ky oo, k:) wykorzy-

stam nastepujgce kryterium stabilnoSci wynikajace z twierdzenia Grobmana-
-Hartmana:
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Twierdzenie 1.4

Niech dany bedzie uktad dynamiczny generowany przez réwnanie x' = f(x),

f € CY(R) i xy € R bedzie punktem stacjonarnym tego ukltadu dynamicznego.

Wtedy:

1. jezeli cze$¢ rzeczywista kazdej z warto$ci wlasnych macierzy Jacobiego
funkcji f w punkcie x, bedzie ujemna (Reo(f'(xp)) < 0), to punkt x, jest
asymptotycznie stabilny.

2. Jezeli istnieje warto$¢ wlasna macierzy Jacobiego funkcji f w punkcie xg
taka, ze jej cze$é rzeczywista jest dodatnia, to punkt x; jest punktem nie-
stabilnym.

Macierz Jacobiego rozwazanego uktadu dynamicznego wyglada nastepujaco:

1,

n —E—l n »
sla1<2ajkj‘“’+a/0> kyo=t = (0, +u) ... sna/n<2a'jk;“’+a'o> ko1
j=1 j=1
n —a-1 n a1
sla1<2ajk;w+a0> ket sna'n<2afjkj“"+a0> k=l (0, + 1)
j=1 j=1
a w punkcie stacjonarnym (kT S k:) sprowadza sie do postaci:

Bi-v, B . B
B Bi=vy B,
B By o By,
-1

; _
gdzie ;= sia'i( Za'jk;“" + a0> ki~ lorazv;=9; +udlai=1,2, ..., n
i=1

S

Wielomian charakterystyczny funkcji (3) ma postaé:

wd) = IL(=0, = )+ 28, IL(-0, - )
i=1 ji=1"]i=1
' i+
n n n _5_1
w@d) = I1(=0—p=2)+ ZSJ“/’<Z%’<Z_”+“0> kemt )
i=1 j=1 k=1
H(_ai_ﬂ_ﬂ)
i=1
i+

4 Patrz Tw. 6.2.1 w Ombach J. [1999] Wyklady z réwna# réiniczkowych, Wydawnictwo
Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakéw.
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Wartos$ci wlasne analizowanego odwzorowania sg rozwigzaniami réwnania:

n n n n B
[I(-o,- N+ X8|I (~v,-D|=0e TI(~v,- |1+ X ——|=0
LL( ) jzlfizf ) L1 ) 2 (~0,-2)
i+
Z tego wynika, ze A = —w;, ale v; = §; + u > 0, wiec Re 1 < 0. Pozostaje
zbadanie pierwiastkéw nastepujacego réwnania:

n B;
1+ 2, ——=0 (6)
j§1 <_Uj_/1)

a zatem:

n o1
*—w *—w—1
. sjaj< E ack, +a0> kj

Z k=1 =1

= 0,tu+Aa

Poniewaz 4 moze by¢ liczba zespolong, wigc mozemy jg zapisaé jako
A =a + bi, gdzie i =+ —1, za$ a, b € R. Wtedy réwnanie (6) mozna zapisac
jako:

n B,

J.:lUj-l—a-i-bl

1

lub korzystajac z wlasnosci liczb zespolonych jako:

4 v;+a " bi

2B 2B =1

—_— 4
= (Uj+a)2+b2 = (Uj+a)2+b2

G N b
Z tego wynika, ze j;lﬁ.i (v;+a)? +b?

warto$ci wlasne sag liczbami rzeczywistymi. Mamy wiec réwnanie:

"B
25 ta=1 )
=17

=0, a to oznacza, ze b = 0, czyli

Aby udowodnié, ze liczby a € R spelniajace réwnanie (7) sa liczbami
ujemnymi przeprowadze dowéd nie wprost. Przypusémy wiec, ze a = 0, wtedy
réwnanie (7) spelnia nieréwnos$é:



54 GOSPODARKA NARODOWA Nr 11-12/2011

1
da ki +a Yogrent
n [)’j n < Lmem 0) J
=20 +a= 2 5, +u+a -
a, ! a, )
. “o
5@, mz—:1am y,:: a T 7; 2
c 1_k217k l_kglﬁ _
El 0;tuta B
a, . - 1 1+0
1 v 7
54 mz=:11 %akJrl | Zé:ak
< = = _
J; d;tu+ta B
R
5i% 7j
" a, . |- z": 3
" (1_,{217/k> k=1 k
J; 0, +ur+a -
s;a;
s.a, @ noa

( )1+E n
J
]216 +ﬂ+agz s;

= 5 w+l_j
(/’+/“‘> 6 +u

co prowadzi do sprzeczno$ci, a to konczy dowédd, ze a < 0. Na podstawie
twierdzenia 1. udowodniliémy, Ze punkt stacjonarny dany wzorem (4) jest
asymptotycznie stabilny. Stabilno$é¢ punktéw stacjonarnych oznacza, ze gdy
uktad zostanie zaburzony w otoczeniu punktu stabilnego to ma on naturalne
tendencje do dazenia do tego punktu dtugookresowej réwnowagi przy ¢ - .
Ze wzoru (4) wynika, ze réwnowaga modelu Nonnemana-Vanhoudta z n-kapita-
towg funkcja produkcji CES jest zalezna od udziatu poszczegélnych naktadéw
kapitalu oraz efektywnej pracy o; dlai = 0, 1, 2, ..., n, stopy inwestycji w i-ty
zasoéb kapitalu s; (dla i = 1, 2, ..., n), stopy deprecjacji tego zasobu 9; (dla
i =1,2, .., n), stopy wzrostu jednostek efektywnej pracy u oraz parametru w.
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Praca i produkcja w stanie r6wnowagi w modelu
Nonnemana-Vanhoudta z n-kapitalowa funkcja produkcji CES

K (
Niech V¢ € [0,+ )y, (1) = % ik ()= L(z)

oznaczajg odpowiednio wydajno$¢ pracy i techniczne uzbrojenie pracy. Z powyz-
szych réwnan i zalozenia 3 modelu wynika, Ze:

dai=1, 2, ..., n)

Vit € [0,+00)y, () =A@)y®) (8)
oraz
Vit e[0,+0)Vi=1,2,....,n ki () =AWOk;(1) 9)
y
Z réwnan (8) i (9) wynika, ze stopa wzrostu wydajnosci pracy 8y, = y—i
k.
oraz stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy 8k, = # dlat=1,2,...,n)
i iL
dane sg wzorami:
y()
Vie[0,+e0) g, () =g+ " Y0 (10)
i
Vi€ [0, +0)Vi=1,2 = +i€"m 11)
t [ s ) t=1,24,....,n gkiL(t) =8 kl([) (

Roéwnania (10) i (11) interpretuje sie w ten sposob, ze stopa wzrostu wydaj-
nosci pracy g, (stopy wzrostu kolejnych naktadéw kapitatu na pracujacego

8k, dlai =1, 2, ..., n) jest (sg) suma stopy postqu. technicznego g oraz stopy

wzrostu produktu na jednostke efektywnej pracy % (stop wzrostu kolejnych

k.
zasobéw kapitalu na jednostke efektywnej pracy k—l).

W punkcie stabilnym rozwazanego ukladu dynamicznego stopa wzrostu
wydajnosci pracy g, dana wzorem (10) oraz stopy wzrostu technicznego
L

uzbrojenia pracy g Ky opisane za pomocg wzoru (11), sg réwne stopie postepu

technicznego g, poniewaz ze stacjonarnosci tego punktu wynika, ze k; = 0 dla

_ . Noof .
i=1,2,..,n aponadto Vr € [0,+ ) y(1) = > 3k,
i=1

—k. (0.
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W punkcie réwnowagi rozwazanego modelu produkt na jednostke efek-
tywnej pracy wynosi:

1 1

n —a a R

y = <Zaik;“‘“(t) + a'0> = TR ° (12)

=1 1 - Z S,l w
i=1 i
( 0; +u >
Z réwnania (12) pltyng nastepujace wnioski natury ekonomicznej:

* w dlugookresowej réwnowadze modelu Nonnemana-Vanhoudta z n-kapita-
towg funkcjg produkcji CES produkt na jednostke efektywnej pracy zalezy
od: udzialu poszczegdlnych nakladéw kapitatu oraz efektywnej pracy
a;dlai =0,1, 2, ..., n stopy inwestycji w i-ty zaséb kapitatu s; (dla
i=0,1,2, ..., n), stopy deprecjacji tego zasobu 9; (dlai =0, 1, 2, ..., n)
oraz od stopy wzrostu jednostek efektywnej pracy u,

* ro6zniczkujgc réwnanie (12) wzgledem « okazuje sie, ze:

1
ay* 1 n a; ©
i Y, i I [
5, v a, Z:l s, o <0,
0, +u

zatem wysokim naktadom efektywnej pracy ¢y odpowiada niska warto$é
produktu na jednostke efektywnej pracy y* w réwnowadze rozwazanego
modelu,

* skoro:

n ——1

4 =—w‘1<—6:fﬂ>_ a,o|1- Z <0
<5 +u>

to im wyzsze sa udzialy poszczegélnych nakladéw kapitalu «; dla i = 1,
2, ..., n tym nizszy jest produkt na jednostke efektywnej pracy y* wytwo-
rzony w gospodarce znajdujacej sie w stanie rownowagi,

* poniewaz:

<

Il
»
S
&) "%

|
RS
)
+
N
SN—
[

E —

> 0,

<5,+ﬂ>

zatem coraz wyzszym stopom inwestycji w i-ty zaséb kapitatu s; dla i = 1,
2, ..., n odpowiada coraz wyzszy produkt na jednostke efektywnej pracy y*
w rozwazanym modelu w stanie réwnowagi,
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ponadto mamy:
a * n i_l
1 a; 1)
Vi=12,..n i:_“i(aﬁﬂ)w_ls‘_w“az l—Zlf <0,
iz

09, i ®
0, + 1

co $wiadczy o tym, ze im wyzsze sg stopy deprecjacji i-tego zasobu ¢; (dla
i=0,1,2, .., n) tym mniejszy jest produkt na jednostke efektywnej pracy
y* w réwnowadze modelu Nonnemana-Vanhoudta z n-kapitatlowg funkcja
produkcji CES,

dodatkowo:

1
ay* IR _ ! a; ©
o u == o8 (0 +u) T 1= 2 l

i=1 Si \*
<5i+ﬂ>

co oznacza, ze im wyzsza jest stopa wzrostu jednostek efektywnej pracy u,
tym mniejszy jest produkt na jednostke efektywnej pracy y* w réwnowadze
rozwazanego modelu.

~1
<0,

Podsumowanie

Z prowadzonych w pracy rozwazan plyna nastepujace wnioski:

w prezentowanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego przyjmuje sie
zalozenia, ze (po pierwsze) proces produkcyjny opisany jest przez n-kapita-
towg funkcje produkcji CES, w ktérej do wytworzenia produktu niezbedne
jest n réznych nakladéw kapitalowych oraz naktady jednostek efektywnej
pracy, (po drugie) przyrost kazdego z zasobéw kapitatu jest r6znicg pomiedzy
inwestycjami w ten zaséb, a jego deprecjacja oraz (po trzecie) jednostki
efektywnej pracy rosng wedlug egzogenicznej stopy wzrostu bedacej suma
stopy postepu technicznego i stopy wzrostu liczby pracujacych,
rozwazany model wzrostu gospodarczego, opisany za pomocg n réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, ktére generujg lokalny uklad dynamiczny,
posiada punkt stacjonarny, ktérego wspélrzedne zalezne sg od: udziatu
poszczegdlnych nakladéw kapitatu oraz efektywnej pracy, stopy inwestycji
w kolejne zasoby kapitatlu, stopy deprecjacji tych zasobéw oraz od stopy
wzrostu jednostek efektywnej pracy,

punkt stacjonarny charakteryzuje sie stabilnoscia, co implikuje, ze jesli
gospodarka zmieni nieznacznie strukture zasobdw, stopy inwestycji, stopy
deprecjacji kapitatu, to bedzie ona dazyé do tego punktu stacjonarnego.
Dlatego tez wyznaczony punkt stacjonarny traktowaé¢ mozna jako punkt dtu-
gookresowej réwnowagi w rozwazanym modelu wzrostu gospodarczego.
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- w warunkach dlugookresowej réwnowagi wszystkie stopy wzrostu wydajno-
$ci pracy oraz stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy rosng wedtug
stopy postepu technicznego g,

- w dlugookresowej ré6wnowadze omawianego modelu produkt na jednostke
efektywnej pracy zalezy od: udzialu poszczegélnych nakladéow kapitatu oraz
efektywnej pracy, stopy inwestycji oraz stopy deprecjacji zasobéw kapitatu
i od stopy wzrostu jednostek efektywnej pracy,

- im wyzszy jest udzial poszczegélnych nakladéw kapitatu oraz efektywnej
pracy, im wyzsze sg stopy deprecjacji zasobéw kapitatu i stopa wzrostu
jednostek efektywnej pracy, tym mniejszy jest produkt wytwarzany na jed-
nostke efektywnej pracy y* w réwnowadze rozwazanego modelu, natomiast
im wyzsza jest stopa inwestycji w zasoby kapitatu, tym ten produkt jest
wiekszy.
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THE STABILITY OF THE NONNEMAN-VANHOUDT MODEL
WITH THE CES PRODUCTION FUNCTION

Summary

The paper aims to show that the Nonneman-Vanhoudt growth model with the
n-capital CES macroeconomic production function is asymptotically stable in a certain
environment. The Nonneman-Vanhoudt model of economic growth is conducted with
an assumption that the CES production function is described by a system of ordinary
differential equations. To investigate the stability of the model, a criterion resulting
from the Hartman-Grobman theorem was used. The stability of this model means that
if the structure of resources, the investment rate, and the rate of capital depreciation
change slightly, the economy will tend toward a stationary point that can be regarded
as a long-term equilibrium in the considered model of economic growth. The author
examines the properties of the growth model and focuses on factors including the
growth of labor productivity, equipment and output per unit of effective labor.

Keywords: stability of model, #n-capital growth model, production function



