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11/102NOSTI POU2ITIA DEA 110 VIACKRITERIALNOM ROZHODOVAN1S INTERVALOVO
ZADANMI VAHAM1 KRITERII

USE OF DEA IN MULTIPLE CRITERIA DECISION-MAKING WITH INTERVAL WEIGHTS OF CRITERIA

Peter FAN DEL

Slovenska pornohospodarska univerzita v Nitre

The paper describes a DEA-based method for multiple criteria decision making. A problem of multiple criteria decision making is considered

here as an efficiency evaluation problem where variants are equal to decision making units, minimization criteria are taken as inputs and

maximization criteria are understood as outputs. DEA assurance region method with absolute and relative bounds for weights is then

applied for evaluation of variants with interval weights of criteria. The decision-making regarding a choice of a site for location of municipal

waste dump has been used to demonstrate the proposed methods. Six variants were evaluated by five criteria: needed area of agricultural

land, cost of investments, negative impacts on inhabitants, negative effects on water resources, and dump capacity (years).

Key words: multiple criteria decision making, DEA, assurance region method, interval weights

Zakladqm principom vyhodnocovania variantov podra viace-

rlch kriterif je identifikacia tzv. nedominovan9ch, resp. efektiv-

nych variantov, z ktorjtch sa pomocou roznych metOd vybera

najlepg variant. Vjtberu najlep§ieho variantu zvyeajne pred-

chadza normalizacia hodnot kriterif vgetqch variantov tak, aby

boli korektne porovnaterne. Normalizacia sa mo-ie robif viace-

rrni metodami a je zavisla od toho, i dane kriterium je s rastu-

cou preferenciou (maximalizaene), alebo s klesajucou

preferenciou (minimalizane).
Najznamejgou metodou viackriterialneho vyhodnocovania

variantov je metoda va2eneho sCfatu (MVS), podra ktorej naj-

lepg variant je danjt vjtrazom:

Max (ri= Evi •rd, i= 1, 2, ..., m; j= 1, 2,...,n

kde:
v. - globalna vaha j-teho kriteria,

- normalizovand hodnota j-teho kriteria pre i-ty variant.

Normalizacia sa najoastej§ie realizuje podra nasledovnjtch

vzfahov:
a) pre kriterium maximalizaene:

= mino yo) / (maxo yu - mino 34), 1= 1, 2, ..., m; j= 1, 2, ...,n

b) pre kriterium minimalizane:

= (max(, yu- min

(..

/ (max(, - 

min(,= 1, 2, ..., m; j = 1,2, ...,n

kde:
- hodnota j-teho kriteria pre i-ty variant.

NevOodou tejto metody je, 2"e sa predpoklada pou2itie bo-

dovjtch odhadov vah kriterif. V predkladanom prispevku navrhu-

jeme metodu, ktord umoMuje pracovaf s intervalovo zadaqmi

vahami, t. j. citlivejgie zohradnif nazory expertov na dolelitosf

pou24ch kriterif.

DEA ako metcida viackriterialneho rozhodovania

Analza obalov dat (DEA) je v poslednom 'ease jednou z najpo-

u2ivanejgch metod analzy efektivnosti rozhodovacich jedno-

tiek. Jej zakladqm principom je qpoeet pomeru va2enej

hodnoty qstupov (virtualneho outputu) a va2enej hodnoty

vstupov (virtualneho inputu) pre danu rozhodovaciu jednotku

(RJ) a jeho relativne vyjadrenie k najlep§ej hodnote pomeru

v§etkjtch hodnoteqch rozhodovacich jednotiek. Relativna

hodnota sa zvykne oznaseovaf ako relativna (technicka) efektiv-



V.

u,
x.

40

nosf. Virtualny input a output pre hodnotenu rozhodovaciu jed-
notku Rio mono zapisaf nasledovne:

Virtualny input= v1x10 m+ + vxmo

Virtualny output= uiyio+ + usyso

kde:
— \ray inputov (i =1,),
— \fay outputov (r= 1........s),
— inputy (i =1,) rozhodovacej jednotky RJ0,
— outputy (r= 1........s) rozhodovacej jednotky RJ0.

Proces vjtpatu miery relativnej efektivnosti pre RJ0 mono
zapisaf nasledovne (Charnes et al.,1978):

Max 0 = uiyio+ + usyso/ vixio+ + vmxmo

za podm.

+ + usysi / + + vmxini) 5_ 1 U = 1 , n)

• v2, ...,

u1, u2, u?0 (1)

Rie§enfm modelu (1) mono vypaitaf okrem relativnej
efektivnosti 0 aj vahy Ni6etkjtch vstupov a vstupov kaklej roz-
hodovacej jednotky RJ Model (1) je v§ak svojim charakterom
nelinearny a preto z hradiska jednoduchosti rieenia je Whod-
no ho transformovaf na linearny model:

za podm.

+

Max 0 = u1y10+ + usymo

(vixio+ vmxmo) =1

+ usymi + vmxmi U=1, ..., n)

VP v2, ...,

• u2, us?_0 (2)

Taktie2 rie§enfm modelu (2) ziskavame relativnu efektivnosf
j-tej rozhodovacej jednotky, pram tato nadobuda hodnoty z inter-
valu <0; 1>. Rozhodovacie jednotky s mierou relativnej efektiv-
nosti 1 su efektivne jednotky, ostatne st) neefektivne. Optimalne
hodnoty vah vi* vyjadruju dole2itosf i-teho vstupu, resp. u7 pred-
stavuju dole2itosf r-teho Wstupu z hradiska maximalizacie podielu
0. Je zrejrne, 2e pre kaklu rozhodovaciu jednotku maju vstupy
a Wstupy y, rOzne vahy a tieto sü dane implicitne Wznamom vstu-
pov, resp. vstupov pre jednotlive rozhodovacie jednotky.

Analjtza efektivnosti rozhodovacich jednotiek ma niektore
spolane formalne erty s problemom viackriterialneho rozhodo-
vania, znameho tie 2 ako viackriterialne (komplex* vyhodno-
covanie variantov, a preto model (2) mono za ureitjtch
predpokladov pou2if ako metodu viackriterialneho vyhodnoco-
vania variantov. Tjtmito predpokladmi
• rozhodovacie jednotky RJi nahradime vyhodnocovanmi

variantmi 1/2,

• vstupy budu reprezentovaf minimalizaene kriteria,

• vstupy budu reprezentovaf maximalizaone kriteria.

Za tjtm gelom mono predefinovaf symboliku nasledovne:
— \fay minimalizaqch kriterif (i = 1, m),
— \fay maximalizaenjtch kriterif (r= 1, ..., s),

xio — kladna hodnota i-teho minimalizaneho kriteria
m) hodnoteneho variantu Vo,

yro — kladna hodnota Mello maximalizaonjtch kriteria (r = 1,
s) hodnoteneho variantu Vo.

Vo viackriterialnom vyhodnocovani variantov sa predpokla-
dd, 2"e jednotlive kriteria majil pridelene globalne vahy. K odhadu
vah mono pou2if viacero metod. Tieto mono rozdelif na meta-
dy viacerjtch expertov (metOda paroveho porovnavania, metoda
poradia, metoda bodovacia) a metody jedneho experta (Saatyho
metoda) (vid' napr. Repisk9, 2003). Wsledkom ich pou2itia je bo-
dovjt odhad globalnych vah kriterif. V na§om prispevku navrhuje-
me postup, ktorjt nevy2aduje bodove odhady \rah, ale umoMuje
pou2if intervaly vah, ktore mo2u byf dane najniMou a najvyMou
hodnotou lokalnych vah jednotlivjtch expertov. Tento postup je
zalo2eq na aplikovani modelu DEA s vopred definovaqmi
tervalmi vah vstupov a vstupov. Intervaly mO2u byf zadane ab-
solutne, alebo relativne. Prxtct postup publikovali Roll, Cook,
a Golany (1991) a spoeiva v tom, e k modelu (2) pripojili abso-
lutne ohranieenia pre \fatly vstupov a vstupov:

di < V. < hi

Dr5_ Ur 5_ Hr

Vo viackriterialnom vyhodnocovani variantov by to potom
znamenalo, e z odhadov lokalnych vah kriterif jednotliWmi
pertmi by sme urili dolne a home hranice vah kriterif nasledovne:
• — minimalna vaha priradena expertom i-temu minimalizao-

nernu kriteriu,
• — maximalna vaha priradena expertom i-temu minimali-

zaa'nernu kriteriu,
• — minimalna vaha priradend expertom i-temu maxirnali-

zaënému kriteriu,
Hi — maximalna vaha priradend expertom i-temu maximali-

zaenemu kriteriu.

Postup s relativne stanoveqmi intervalmi \fah je v DEA litera-
ture znamy ako „assurance region method" (Thompson et al.,
1986). V tejto metode sa predpoklada, 2e pre rubovornu dvojicu
vstupov, resp. vstupov Lathe dolnu a hornil hranicu pomeru vah
danej dvojice. Napriklad pre vstup 1 a vstup 2 by talto pomer bol:

5_ vpi 5_ hi, 2

V§eobecne pre v§etky vstupy a vstupy:

vidti vihti (1= 2, ...,

r Ur (r= 2, ..., s)

Vo viackriterialnom hodnoteni variantov teda tato metOda
umogiuje ure"if interval pomeru vah pre rubovorml dvojicu mini-
malizaeqch kriterif, resp. rubovornil dvojicu maximalizaeqch
kriterif. NeWhodou je, 2e nie je mo2ne pou2if interval pomeru
vah medzi vstupmi a vjtstupmi, resp. medzi minimaliza6qmi a
maximalizanjtmi kriteriami. Tento nedostatok sa dá ‘A"ak jed-
noducho odstranif tm,2e sa minimalizaone kriterium prevedie
na maximaliza6ne kriterium podra vzfahu:.

y0 = maxo x -

Model DEA po uprave vo vektorovo-maticovom zapise ma
nasledovnjt tvar:

za podm.

Max 0= uyo

vxo = 1

-vX + uY 0



vP_.

v> 0, u?_ 0

kde:

1d12 d13 I 3 ••• •••

I -1 1 0 0 ... ••• •••
*** I

(3)

Rie§enim dans ej ulohy sa ziskajil miery relativnej efektiv-

nosti pre ka24 hodnoteq variant. Varianty s mierou relativnej

efektivnosti 0= 1 su najlep6ie (efektivne) varianty. Ostatne va-

rianty s 0 <1 sü neefektivne varianty. Pre rozIgenie efektivnych

variantov je mo2ne pouZif model DEA pre qpoeet superefek-

tivnosti (Andersen a Petersen, 1993).

Aplikacia navrhovarq'rch met6d

p.1 0 0 -1 1 ••• ••• ••• ••• I Navrhovane metody budeme demon6trovaf na jednoduchom

L •••
priklade prevzatom z prace Cerni a Gluckaufova (1982). Ide

i o rozhodovaci problem qberu lokality pre umiestnenie sklad-
j

ky mestskeho odpadu. Sesf lokalit sa hodnoti podra piatich kri-

1[3'12 -H12 D13 -H13 *•" ••• •••
1 

terif:

1 -1 1 0 0 ... ••• ••• 
••• I 

1. zaber pornohospodarskej pody v ha, -

Q = I 0 0 -1 1 ••• ••• ••• ••• i 2. investiene naklady v mil. Sk,

i 3. negativne dosledky na obyvaterstvo (1 = vermi negativne,

.• .• .• J 2= znaene negativne, 3= priemerne negativne, 4= nepatr-

ne negativne),

Wpaet tohto modelu sa odporii6a realizovaf na dualne 4. negativne dOsledky na vodne zdroje (detto),

zdru2enej Olohe, preto2e jej rie§enie a interpretacia je jedno- 5. kapacita skladky (roky). Zodpovedajuca kriterialna matica

duch§ia. je uvedend v taburke 1.

Dana illoha: Predpokladajme, 2e dOle2itost pouZitch kriterif posudzo-
,

Min 0 valo pat expertov bodovacou metOdou. Wsledky hodnotenia

sil v taburke 2.
Navrhovane postupy si uka2eme na formulacii DEA mode-

by na ohodnotenie variantu 1.

Model s intervalmi absolutnych vah kriterif ma nasledovn tvar:

za podm.

Oxo-XX+Pic.0

YA. + QT yo

YX+QT yo

Tabulka 1 Kriterialna matica

(2) Max 0= 2u1 2u2+5u3

Varianty lokality (2) Kriteria (1)

Porn. piida v ha (3) Invest. nakl. (4) Negat. dopad na obyv. (5) Negat. dopad na vod. zdroje (6) Kapacita v rokoch (7)

V1 6,5 • 12,8 2 2 5

V2 2,4 5,2 2 4 7

V3 12,2 14,5 2 2 . 5

V4 7,2 3,4 4 2 6

V5 5,3 7,5 3 2 7,5

V6' 8,4 10,2 2 4 9

Charakter kriteria (8) min (9) min (9) max (10) max (10) max (10)

Table 1 Criterion matrix
(1) criteria, (2) locality variants, (3) agricultural land, (4) cost of investmentst, (5) negative impact on 

inhabitants., (6) negative effect on water resources,

(7) capacity (years), (8) criterion character,(9) minimum, (10) maximum

Tabulka 2 Globalne a lokalne vahy kriterif poen jednotlivjtch expertov

Kriteria (1) Expert' (2) Min 'old.
vaha (3)

Max !old.
vaha (4)

Globalne vahy
(5)

El E2 E3 E4 E5

K1 - v1 0,077 0,185 0,077 0,107 0,100 0,077 0,185 0,109

K2 - v2 0,308 0,148 0,231 0,214 0,300 0,148 0,308 0,240

K3 - ui 0,154 0,222 0,308 0,143 0,233 0,143 0,308 0,212

K4- u2 0,192 0,333 0,269 0,321 0,233 0,192 0,333 0,270

K5 - u3 0,269 0,111 0,115 0,214 0,133 0,111 0,269 0,169

Spolu (6) 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 - - 1,000

Table 2 Global and local criteria weights according to individual experts
(1) criteria, (2) experts, (3) minimum local weight, (4) maximum local weight, (5) global weights,(6) total



za podm.

6,5v, + 12,8v2= 1

2u1 + 2u2 + 5u35_ 6,5v, + 12,8v2

2u1 + 4u2 + 7u3 2,4vi + 5,2v2

2u1 + 2u2 + 5u3 12,2v, + 14,5v2

4u1 + 2u2 + 6u3 5_ 7,2vi + 3,4v2

3u1 + 2u2 + 7,5u3 5_ 5,3vi + 7,5v2

2u1 + 4u2 + 9u3 5_ 8,4vi + 10,2v2

• 0,077

vi 5_ 0,185

V2 0,148

V2 0,308

• 0,143

• 0,308

• 0,192

U2 5_ 0,333

• 0,111

• 0,269

V2 0

U2, 0

Pre model s relativne zadaqmi intervalmi vah kriterif je pot-
rebne najprv zistif pre vktky kombinacie vah minimaliza6qch
resp. maximalizaenjich kriterif dolne a home hranice intervalov.
Vychadzaf budeme opaf z taburky 2.

Nech vaha pre maximalizaone kriterium r je Ut (r= 1,2,3).
Pomer u2/u1 nadobudne u experta 1 hodnotu 0,192/0,154 = 1,25;
u experta,2 hodnotu 0,333/0,222 = 1,5; u experta 3 hodnotu
0,269/0,308 = 0,88; u experta 4 hodnotu 0,321/0,143 = 2,25
a u experta 5 hodnotu 0,23/0,23 = 1,00. Ako je zrejme z vjipootu
pomery vah kriterif sü z intervalu:

0,88 5_ ului 5_ 2,25

Podobqm sposobom by sme mohli vypo61taf intervaly u /u,
pre ka2cljt par (i, j), tak ako to je uvedene v taburke 3.

Tabulka 3 Dolnd a hornd hranica intervalu pomeru vah kritOrif

Pomer vah (1) Dolnd hranica intervalu (2) Hornd hranica intervalu (3)

u2/ui 0,88 2,25

u3/th 0,38 1,75

u3/u2 0,33
_

1,40

v2/1/1 0,80
.

4,00

Table 3 Lower and upper bounds of the interval of criteria weights ratio
(1) weight ratio, (2) lower bound of interval, (3) upper bound of interval

Model s relativnymi intervalmi vah kriterif ma potom nasle-
dovq tvar:
a) Primarny model:

Max 0= 2u1 2112 5u3

za podm.

6,5vi +12,8v2= 1

2u1 + 2u2 + 5u3 6,5vi + 12,8v2

2u1 + 4u2+ 7u35_ 2,4vi + 5,2v2

2u1 + 2u2 + 5u35. 12,2vi + 14,5v2

4u1 + 2u2+ 6u35_ 7,2vi + 3,4v2

3u1 + 2u2+ 7,5u35_ 5,3vi + 7,5v2

2u1 + 4u2+ 9u35_ 8,4vi + 10,2v2

0,80v - 0

-4,00v + 0

0,88u - u25_ 0

-2,25u + u25_ 0

0,38u - 0

-1,75u + u35_ 0

0,33u - u35_ 0

-1,4u2+ 0

V2 0

/iv u2, 0

b) Dualny model:

Min 0

za podm.

6,50- 6,5X1 - 2,4X2- 12,2X3 - 7,2X4 - 5,3X5- 8,4X6 + 0,80Tc,-

- 4,00n2 0

12,80- 12,8X, - 5,2X2- 14,5X3 - 3,4X4 - 7,5X5- 10,2X

hi +h2 0

+ 2x2 + 22,3 + 4X4 + 3X5 + 2X6 + 0,88r1- 2,25T2 + 0,38T3-
- 1,75T 2

2x, + 4x2 + 22,3 + 224 + 3X5 + 4X - T1 -1- T2 0,33t5 - 1,4t6 ?. 2

5X, + 7X2 + 5X3 + 6x4 + 7,5X5 + 9X6 - T3 +t4 T, 5

Xi, X2, X3, X4, X5, X6 ?_ 0

ni, rc2 0

TP TV T4, T5, T6

Rie6enim oboch DEA modelov pre v6etky varianty rozho-
dovania sa ziskaju miery efektivnosti pomocou ktorj/ch mo2-
no zoradif hodnotene varianty. Model s intervalmi absolutnych
vah kriterif ma tu nevOodu, e eastej6ie vedie k uloharn, ktore
nemaju rieknie. Preto sa odporaa model s relativnymi inter-
valmi vah. Rie6enie posledne menovaneho modelu pre vktky
hodnotene varianty je uvedene v taburke 4.

Podra tohto riaenia poradie variantov je nasledovne:
V2-V4>V5>V6>V1>V3.

V taburke 5 uvadzame porovnanie hodnotenia variantov
metodou va2eneho satu a DEA metodami.

Zaver

Cierom prispevku bolo aplikovaf jednu z metod DEA na*vanii
„assurance region method" na rieknie problemov viackrite-
rialneho vjthodnocovania variantov. Tato metocia umo2riuje
pracovaf s vopred zadanjmni vahami vstupov a vjtstupov a to
tak vo forme intervalov intervalov, ako aj intervalov relativnych
vah. Pri jej aplikacii na rieknie Crloh viackriterialneho rozho-
dovacieho preto mono s vOodou pou2if intervalove odhady



Tabulka 4 Miery efektivnosti variantov a optimalne vahy kriterif - aplikacia modelu DEA s relativnymi vahami

Variant (1) Input-orient. miera
efektivnosti (3)

Optimalne vahy (multiplikatory) (3)

POda (4) Investicie (5) Obyvatelia (6) Voda (7) Roky (8)

V1 0,282 0,020 0,068 0,029 0,025 0,035

V2 1,000 0,049 0,170 0,071 0,062 0,087

V3 0,229 0,016 0,055 0,023 0,020 0,028

V4 1,000 0,053 0,182 0,076 0,067 0,094

V5 0,646 0,032 0,111 0,046 0,041 0,057

V6 0,557 0,020 0,081 0,024 0,031 0,043

Table 4 Measures of variant effectiveness and optimum criteria weights, application of DEA model with relative weights
(1) variant, (2) input-oriented measure of efficiency, (3) optimal weights (multipliers), (4) soil, (5) investment, (6) inhabitants, (7) water, (8) years

Tabulka 5 Vyhodnotenie variantov metOdou va2eneho suetu a DEA metOdou

Variant (1) MVS Poradie (2) DEA abs. vahy (3) Poradie (2) DEA relat. Oily (4) Poradie (2)

V1 0,100 5 0,337 4 0,282 4

V2 0,665 1 1,000 1 1,000 1

V3 0,000 6 0,244 5 0,229 5

V4 0,550 3 1,000 1 1,000 1

V5 0,440 4 0,583 2 0,646 2

V6 0,574 2 0,386 3 0,557 3

MVS - metOda va2eneho suetu
MVS - method of weighted sum

Table 5 Evaluation of variants using weighted sum method and DEA method
(1) variant, (2) order, (3) DEA with absolute weight, (4) DEA with relative weight

vah kriterif. V porovnani so s6tandardm'tmi postupmi, ktore pra-

cuju s bodovjtmi odhadmi vah kriterif, navrhovana metOda

umo2riuje lepie zohradnif variabilitu nazorov na dOlatosf

pou2itjrch kriterif a tjim odstrnif nevjthody pou2itia priemernej

vahy spojenej s vysokou variabilitou. NevOodou uvedeneho

postupu je jedine pracnosf vjtpoOtov, preto2e pre kaaljt hod-

notenjr variant treba sformulovaf a rie6if osobitq linearny mo-

del. Tento nedostatok mole byf v'6ak zanedbaterq v pripade

pouZitia dostupneho s6pecializovaneho softveru pre riaenie

DEA modelov.

V prispevku prezentujeme navrh metody pre viackriterialne vy-

hodnocovanie variantov zalo2enej na aplikacii analrzy datovjrch

obalov. Rozhodovaci problem viackriterialneho vyhodnocovania

variantov je pova2ovanjt za problem analzy efektivnosti, v kto-

rom varianty su pova2ovane za rozhodovacie jednotky, mini-

malizane kriteria sCi pova2ovane za vstupy a maximalizane

kriteria al pova2ovane za vjtstupu. Na rie§enie problemu viac-

kriterialneho vyhodnocovania variantov s intervalovo zadaqmi

vahami kriterifje potom pou2itjt variant metody DEA znamy ako

„assurance region method" s absolutnymi a relativnymi inter-

valmi vah.

KI'Lloove slova: viackriterialne rozhodovanie, DEA, assurance

region method, intervalovo zadane vahy kriterif
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