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MOZNOSTI POUZITIA DEA VO VIACKRITERIALNOM ROZHODOVANI S INTERVALOVO
ZADANYMI VAHAMI KRITERII

USE OF DEA IN MULTIPLE CRITERIA DECISION-MAKING WITH INTERVAL WEIGHTS OF CRITERIA

Peter FANDEL
Slovenskd polnohospoddrska univerzita v Nitre

The paper describes a DEA-based method for multiple criteria decision making. A problem of multiple criteria decision making is considered
here as an efficiency evaluation problem where variants are equal to decision making units, minimization criteria are taken as inputs and
maximization criteria are understood as outputs. DEA assurance region method with absolute and relative bounds for weights is then
applied for evaluation of variants with interval weights of criteria. The decision-making regarding a choice of a site for location of municipal
waste dump has been used to demonstrate the proposed methods. Six variants were evaluated by five criteria: needed area of agricultural
land, cost of investments, negative impacts on inhabitants, negative effects on water resources, and dump capacity (years).

Key words: multiple criteria decision making, DEA, assurance region method, interval weights

Zakladnym principom vyhodnocovania variantov podfa viace-
rych kritérii je identifikacia tzv. nedominovanych, resp. efektiv-
nych variantov, z ktorych sa pomocou réznych metéd vybera
najlepsi variant. Vyberu najlepSieho variantu zvy€ajne pred-
chadza normalizacia hodnét kritérii vietkych variantov tak, aby
boli korektne porovnatelné. Normalizécia sa moZe robit viace-
rymi metédami a je zavisla od toho, &i dané kritérium je s rastu-
cou preferenciou (maximalizané), alebo s Kklesajucou
preferenciou (minimalizacné).

Najznamej$ou metddou viackriteridlneho vyhodnocovania
variantov je metéda vaZeného stétu (MVS), podra ktorej naj-
lepsi variant je dany vyrazom:

Max (r,= Zvl "i/)- i=1,2,...,m; j=1,2,..,n
j

kde:
v, - globalna vaha j-teho kritéria,
ro- normalizovana hodnota jteho kritéria pre i-ty variant.

Normalizacia sa najcastejsie realizuje podla nasledovnych
vzfahov:”
a) pre kritérium maximalizacné:

ry= (yj— ming y;) / (maxg yy—ming ¥p), i=1,2, .., m; j=1,2,..,n

b) pre kritérium minimalizagné:

ry= (max,, y; = min, y) / (max,, ¥, = min, ¥,
i=1,2,...mj=12,..,n
kde:
y, - hodnota j-teho kritéria pre i-ty variant.

Nevyhodou tejto metddy je, Ze sa predpoklada pouZitie bo-
dovych odhadov vah kritérii. V predkladanom prispevku navrhu-
jeme metédu, ktora umoZiiuje pracovat s intervalovo zadanymi
vahami, t. j. citlivejsie zohfadnit ndzory expertov na doleZitost
pouZzitych Kritérii.

DEA ako metdda viackriterialneho rozhodovania

Analyza obalov dat (DEA) je v poslednom Case jednou z najpo-

“uZivanejsich metod analyzy efektivnosti rozhodovacich jedno-

tiek. Jej zakladnym principom je vypoget pomeru vaZenej
hodnoty vystupov (virtualneho outputu) a vazenej hodnoty
vstupov (virtualneho inputu) pre danu rozhodovaciu jednotku
(RJ) a jeho relativne vyjadrenie k najlep3ej hodnote pomeru
vietkych hodnotenych rozhodovacich jednotiek. Relativna
hodnota sa zvykne ozna&ovat ako relativna (technickd) efektiv-




nost. Virtualny input a output pre hodnotent rozhodovaciu jed-
notku RJ, mozno zapisat nasledovne:

Virtualny input = v,X,, + ... + VX

Virtudlny output=u.y, + ...+ Uy,
kde:
v, - vahyinputov (i=1, ..., m),
u, - vahy outputov (r=1, ..., s),
X, - inputy (i=1, ..., m) rozhodovacej jednotky RJ,
Y, — outputy (r=1, ..., s) rozhodovacej jednotky RJ .

Proces vypoctu miery relativnej efektivnosti pre RJ, mozno
zapisaf nasledovne (Chames et al.,1978):

Max0=uy, + ..+ Uy VX + ..+ V X

za podm.
(u1y1i + ...+ ”Js;/ ViXy+ et mem,-)51 ¢=1,..,n)

Vs Vgs ooy V20

U, Uy, ...y U20 M

RieSenim modelu (1) moZno vypocitat okrem relativnej
efektivnosti 6 aj vahy vSetkych vstupov a vystupov kaZdej roz-
hodovacej jednotky RJ. Model (1) je v8ak svojim charakterom
nelinedrny a preto z hfadiska jednoduchosti rieSenia je vyhod-
né ho transformovat na linearny model:

Max 0=y, + ..+ Uy,

za podm.

(VX + o VX ) =1

(U + e+ UY SVX+ o+ VX (=1, ., n)

Vs Vo ooy v,z0
Uy, Uy .oy U 20 (2)

TaktieZ rieSenim modelu (2) ziskavame relativhu efektivnost
j-tej rozhodovacej jednotky, pricom tato nadobiida hodnoty z inter-
valu <0; 1>. Rozhodovacie jednotky s mierou relativnej efektiv-
nosti 1 st efektivne jednotky, ostatné si neefektivne. Optiméalne
hodnoty vah v;* vyjadruji déleZitost Heho vstupu, resp. u* pred-
stavuji doleZitost r-teho vystupu z hladiska maximalizacie podielu
6. Je zrejmé, Ze pre kaZdu rozhodovaciu jednotku maju vstupy x,
a vystupy y, rbzne véahy a tieto sti dané implicitne vyznamom vstu-
pov, resp. vystupov pre jednotlivé rozhodovacie jednotky.

Analyza efektivnosti rozhodovacich jednotiek ma niektoré
spolo&né formalne ¢rty s problémom viackriteridlneho rozhodo-
vania, znameho tieZ ako viackriterialne (komplexné) vyhodno-
covanie variantov, a preto model (2) mozno za urcitych
predpokladov pouZif ako metédu viackriterialneho vyhodnoco-
vania variantov. Tymito predpokladmi su:

e rozhodovacie jednotky RJ; nahradime vyhodnocovanymi
variantmi V;,

e vstupy budu reprezentovat minimalizagné kritéria,

o vystupy budu reprezentovat maximalizacné kritéria.

Za tym ucelom mozno predefinovat symboliku nasledovne:

v, - vahy minimalizanych kritérii (i=1, ..., m),

1

u; - véhy maximalizanych kritérii (r=1, ..., s),

X, - kladna hodnota i-teho minimalizagného kritéria (i=1, ...
m) hodnoteného variantu V,,

Y¥,, — Kladna hodnota rtého maximalizanych kritéria (r= 1,
.., §) hodnoteného variantu V.

Vo viackriteridlnom vyhodnocovani variantov sa predpokla-
da, Ze jednotlivé kritérid maju pridelené globalne vahy. K odhadu
vah mozno pouZzit viacero metéd. Tieto mozZno rozdelif na meté-
dy viacerych expertov (metéda parového porovnavania, metéda
poradia, metdéda bodovacia) a metddy jedného experta (Saatyho
metoéda) (vid napr. Repisky, 2003). Vysledkom ich pouZitia je bo-
dovy odhad globalnych vah kritérii. V naSom prispevku navrhuje-
me postup, ktory nevyZzaduje bodové odhady vah, ale umoZzriuje
pouZzit intervaly vah, ktoré m6Zu byt dané najniZzSou a najvy$Sou
hodnotou lokalnych véh jednotlivych expertov. Tento postup je
zaloZeny na aplikovani modelu DEA s vopred definovanymi in-
tervalmi vah vstupov a vystupov. Intervaly méZu byt zadané ab-
solitne, alebo relativne. Prvy postup publikovali Roll, Cook,
a Golany (1991) a spociva v tom, Ze k modelu (2) pripojili abso-
ldtne ohrani€enia pre vahy vstupov a vystupov:

d<v<h
i i i
D<u<H,

Vo viackriteridlnom vyhodnocovani variantov by to potom
znamenalo, Ze z odhadov lokélnych véah kritérii jednotlivymi ex-
pertmi by sme ur€ili dolné a horné hranice vah kritérii nasledovne:
d, - minimalna véaha priraden& expertom i-temu minimalizag-
nému kritériu,

h, - maximalna vaha priradena expertom itemu minimali-
zaénému kritériu,

D, - minimélna vaha priradend expertom itemu maximali-
zaénému kritériu,

H. - maximalna vaha priradena expertom i-temu maximali-
zaénému kritériu.

Postup s relativne stanovenymi intervalmi vah je v DEA litera-
tare znamy ako ,assurance region method“ (Thompson et al.,
1986). V tejto metdde sa predpokladd, Ze pre [ubovolnu dvojicu
vstupov, resp. vystupov uréime dolnu a hornt hranicu pomeru vah
danej dvojice. Napriklad pre vstup 1 a vstup 2 by takyto pomer bol:

d,<v/vy<h,,

1,2 —

VSeobecne pre vSetky vstupy a vystupy:
vd, , Sv,<vh , (i=2 ..,m)

ub,  ,su<uH (r=2, ..5)

Vo viackriteridlnom hodnoteni variantov teda tato metdda
umoZriuje urcit interval pomeru véh pre fubovolnu dvojicu mini-
malizaénych kritérif, resp. lubovolnt dvojicu maximalizacnych
kritérii. Nevyhodou je, Ze nie je mozné pouZzit interval pomeru
véh medzi vstupmi a vystupmi, resp. medzi minimalizaénymi a
maximalizaénymi kritériami. Tento nedostatok sa d& vSak jed-
noducho odstranif tym, Ze sa minimalizacné kritérium prevedie
na maximalizacné kritérium podla vzfahu:,

y,; = max

0% ™%

Model DEA po Uprave vo vektorovo-maticovom zapise ma
nasledovny tvar:

Max 6= uy,
za podm.
vx, =1
-vX +uY <0




vP<0
uQ<0
vz 0,u=0 (3)
kde:
(d,z -h, d, -hg - .. \
|—1 1 0 O -
P:l 0 _1 1 ...Jl
(D12 -H, D, -Hj - .. \
|—1 1 0 0 -
Q=] o -1 1 . . . e |
|

Vypodet tohto modelu sa odporica realizovat na duélne
zdruZenej ulohe, pretoZe jej rieSenie a interpretacia je jedno-
duchsia.
Duélna dloha:

RieSenim duélﬁej {ilohy sa ziskaji miery relativnej efektiv-
nosti pre kazdy hodnoteny variant. Varianty s mierou relativnej
efektivnosti 6 = 1 st najlepsie (efektivne) varianty. Ostatné va-
rianty s < 1 st neefektivne varianty. Pre rozlidenie efektivnych
variantov je moZné pouzit model DEA pre vypocet superefek-
tivnosti (Andersen a Petersen, 1993).

Aplikacia navrhovanych metod

Navrhované metédy budeme demonstrovat na jednoduchom
priklade prevzatom z prace Cemny a Gluckaufova (1982). Ide
o rozhodovaci problém vyberu lokality pre umiestnenie sklad-
ky mestského odpadu. Sest lokalit sa hodnoti podra piatich kri-
térif:

1. zaber polnohospodéarskej pody v ha, -

2. investiéné naklady v mil. Sk,

3. negativne ddsledky na obyvatelstvo (1 = velmi negativne,
2 = zna&ne negativne, 3 = priemerne negativne, 4 = nepatr-
ne negativne),

4. negativne ddsledky na vodné zdroje (detto),

kapacita skladky (roky). Zodpovedajica kriteridlna matica

je uvedena v tabulke 1.

Predpokladajme, Ze ddleZitost pouZitych kritérii posudzo-

o

Min 0 valo pat expertov bodovacou metédou. Vysledky hodnotenia
za podm. st v tabulke 2.
0X. - X0+ P20 Navrhované ppstupy si uk&Zeme na formulacii DEA mode-
° lov na ohodnotenie variantu 1.
YA+QTt2Y, Model s intervalmi absoltitnych véah kritérii mé nasledovny tvar:
YA+Qt2Y, (2) Max 0= 2u, +2u, + 5u,
Tabulka1  Kriteridlna matica
Varianty lokality (2) Kritérid (1)
Poln. pddavha (3) | Invest.ndkl. (4) | Negat. dopad na obyv. (5) | Negat. dopad na vod. zdroje (6) Kapacita v rokoch (7)
Vi 6,5 ) 12,8 2 2 5
V2 24 5.2 2 4 7
V3 12,2 14,5 2 2 5
V4 7.2 34 4 2 6
V5 53 75 3 2 75
V6 ' 8,4 10,2 2 4 9
Charakter kritéria (8) min (9) min (9) max (10) max (10) max (10)
Table 1 Criterion matrix

Tabulka2  Globalne a lokdlne vahy kritérii podra jednotlivych expertov

(1) criteria, (2) locality variants, (3) agricultural land, (4) cost of investmentst, (5) negative impact on inhabitants, (6) negative effect on water resources,
(7) capacity (years), (8) criterion character,(9) minimum, (10) maximum

Kritérid (1) Experti (2) Min lokdl. Max lokdl. Globdlne véhy
B E2 £3 £5 véha (3) védha (4) (5)
Ki-v 0,077 0,185 0,077 0,107 0,100 0,077 0,185 0,109
K2-v, 0,308 0,148 0,231 0,214 0,300 0,148 0,308 0,240
K3 - uy 0,154 0,222 0,308 0,143 0,233 0,143 0,308 0,212
K4 - 1, 0,192 0,333 0,269 0,321 0,233 0,192 0,333 0,270
K5 -t 0,269 0,111 0,115 0,214 0,133 0,111 0,269 0,169
Spolu (6) 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 - - 1,000
Table 2 Global and local criteria weights according to individual experts

(1) criteria, (2) experts, (3) minimum local weight, (4) maximum local weight, (5) global weights,(6) total




za podm.

6,5v, + 12,8v,= 1

2u, +2u,+5u,< 6,5v, + 12,8y,
2u, +4u,+7u, < 2,4v, + 5,2y,
2u, +2u, + 5u, < 12,2v, + 14,5y,
4u, +2u, + 6uy < 7,2v, + 3,4v,
3u, +2u,+7,5u, < 5,3v, + 7,5y,
2u, +4u, + 9y, < 8,4v, + 10,2y,
= 0,077
< 0,185
> 0,148
< 0,308
20,143
< 0,308
> 0,192
0,333
> 0,111
< 0,269
v, v, 20

£ < < < <

£

u, u,u, 20

Pre model s relativne zadanymi intervalmi vah kritérii je pot-
rebné najprv zistif pre vSetky kombinécie vah minimalizaénych
resp. maximalizacnych kritérii doIné a horné hranice intervalov.
Vychadzat budeme opét z tabulky 2.

Nech vaha pre maximalizacné kritérium rje u, (r=1,2,3).
Pomer u,/u, nadobudne u experta 1 hodnotu 0,192/0,154 = 1,25;
u experta,2 hodnotu 0,333/0,222 = 1,5; u experta 3 hodnotu
0,269/0,308 = 0,88; u experta 4 hodnotu 0,321/0,143 = 2,25
a u experta 5 hodnotu 0,23/0,23 = 1,00. Ako je zrejmé z vypoétu
pomery vah kritérii st z intervalu:

0,88< uju,< 2,25

Podobnym sp&sobom by sme mohli vypogitatintervaly uly,
pre kazdy par (j, j), tak ako to je uvedené v tabulke 3.

Tabulka3 Dolnd a hornd hranica intervalu pomeru vah kritérif

Pomer véh (1) | Dolnd hranica intervalu (2) | Hornd hranica intervalu (3)
Up/ Uy 0,88 2,25
/iy 0,38 1,75
Uy/tp 0,33 1,40
Volvy 0,80 4,00
Table 3 Lower and upper bounds of the interval of criteria weights ratio

(1) weight ratio, (2) lower bound of interval, (3) upper bound of interval

Model s relativnymi intervalmi véah kritérii ma potom nasle-
dovny tvar:
a) Primarny model:

Max 6=2u, + 2u, + 5u,

za podm.
6,5v, +12,8v, =1

2u, +2u, + 5u,< 6,5v, + 12,8y,
2u, +4u, + 7u,< 2,4v, + 5,2V,
2u, +2u, + 5u,< 12,2v, + 14,5y,
4u, +2u, + 6u,< 7,2v, + 3,4v,
3u, +2u, +7,5U,< 5,3V, + 7,5V,
2u, +4u, + 9y, < 8,4v, + 10,2y,
0,80v,-v,< 0
-4,00v,+v,< 0
0,88u, - u,< 0
-2,25u, + u,< 0
0,38u,—u,< 0
-1,75u, + 4, 0
0,33u,-u,< 0
-1,4u,+u,< 0
vV, V,20
u,u,u, 20

2' 73 T

b) Dualny model:
Min6
za podm.
6,50—- 6,5\, — 2,4\, - 12,2\, - 7,24, — 5,3\, — 8,4A + 0,80n,—
-4,00m,20
12,80-12,8\, - 5,2\, - 14,51, - 3,4\, = 7,50, — 10,24 -

-m,+m, 20

2+ 2, + 2\, + 4L, + 3\, + 2\ + 0,881, — 2,251, + 0,387, —
—-1,75t, 2 2
2+, + 2, +2\, +3hg +4Ag—T,+1,+ 0,33, — 1,41, 2 2
A+ Ay + 50, +6h, + 7,50 + N —T,+T, —T, +T, 2 5
Aodo g Ay g Ag 20
n,m, 20

TpTo T Tsr TaTg 2 0

RieSenim oboch DEA modelov pre v3etky varianty rozho-
dovania sa ziskaju miery efektivnosti ¢, pomocou ktorych moz-
no zoradif hodnotené varianty. Model s intervalmi absolitnych
véh kritérii ma ti nevyhodu, Ze Gastejsie vedie k tloham, ktoré
nemaju rieSenie. Preto sa odporii¢a model s relativnymi inter-
valmi vah. RieSenie posledne menovaného modelu pre vSetky
hodnotené varianty je uvedené v tabulke 4.

Podra tohto rieSenia poradie variantov je nasledovné:
V2~V4>V55V6>V1>V3.

V tabulke 5 uvadzame porovnanie hodnotenia variantov
metddou vaZeného suctu a DEA metédami.

Zaver

Cielom prispevku bolo aplikovat jednu z metéd DEA nazyvant
»assurance region method“ na rieSenie problémov viackrite-
ridlneho vyhodnocovania variantov. Tato metéda umoZiiuje
pracovaft s vopred zadanymi vdhami vstupov a vystupov a to
tak vo forme intervalov intervalov, ako aj intervalov relativnych
vah. Pri jej aplikacii na rieSenie Uloh viackriteridlneho rozho-
dovacieho preto mozno s vyhodou pouZit intervalové odhady




Tabulka4  Miery efektivnosti variantov a optimélne véhy kritérif — aplikdcia modelu DEA s relativnymi vdhami

Variant (1) Input-orient. miera Optimalne vahy (multipliktory) (3)
efekdfvnosti (3) Poda (4) Investicie (5) Obyvatelia (6) Voda (7) Roky (8)
i 0,282 0,020 0,068 0,029 0,025 0,035
V2 1,000 0,049 0,170 0,071 0,062 0,087
V3 0,229 0,016 0,055 0,023 0,020 0,028
V4 1,000 0,053 0,182 0,076 0,067 0,094
V5 0,646 0,032 0,111 0,046 0,041 0,057
V6 0,557 0,020 0,081 0,024 0,031 0,043
Table 4 Measures of variant effectiveness and optimum criteria weights, application of DEA model with relative weights

(1) variant, (2) input-oriented measure of efficiency, (3) optimal weights (multipliers), (4) soil, (5) investment, (6) inhabitants, (7) water, (8) years

Tabulka5 Vyhodnotenie variantov metddou véZeného stctu a DEA metédou

Variant (1) MVS Poradie (2) DEA abs. véhy (3) Poradie (2) DEA relat. véhy (4) Poradie (2)
i 0,100 5 0,337 4 0,282 4
|3 0,665 1 1,000 1 1,000 1
V3 0,000 6 0,244 5 0,229 5
V4 0,550 3 1,000 1 1,000 1
V5 0,440 4 0,583 2 0,646 2
V6 0,574 2 0,386 3 0,557 3

MVS — metéda vaZeného suétu
MVS —method of weighted sum
Table 5

Evaluation of variants using weighted sum method and DEA method

(1) variant, (2) order, (3) DEA with absolute weight, (4) DEA with relative weight

véh kritérii. V porovnani so $tandardnymi postupmi, ktoré pra-
cuji s bodovymi odhadmi vah kritérii, navrhovand metdéda
umoziiuje lepSie zohladnit variabilitu ndzorov na dbleZitost
pouzitych kritérii a tym odstranit nevyhody pouZitia priemernej
vahy spojenej s vysokou variabilitou: Nevyhodou uvedeného
postupu je jedine pracnost vypoctov, pretoZe pre kazdy hod-
noteny variant treba sformulovat a riesif osobitny linedrny mo-
del. Tento nedostatok moZe byt vSak zanedbatelny v pripade
pouzitia dostupného $pecializovaného softvéru pre rieSenie
DEA modelov.

V prispevku prezentujeme navrh metédy pre viackriteridlne vy-
hodnocovanie variantov zaloZenej na aplikacii analyzy datovych
obalov. Rozhodovaci problém viackriteridineho vyhodnocovania
variantov je povaZovany za problém analyzy efektivnosti, v kto-
rom varianty s povaZované za rozhodovacie jednotky, mini-
maliza&né kritéria si povaZované za vstupy a maximalizaéné
kritéria st povaZované za vystupu. Na rieSenie problému viac-
kriteridineho vyhodnocovania variantov s intervalovo zadanymi
vahami kritérii je potom pouZity variant metoédy DEA znamy ako
,assurance region method* s absolttnymi a relativnymi inter-
valmi véh.

Klacové slova: viackriterialne rozhodovanie, DEA, assurance
region method, intervalovo zadané vahy kritérii
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