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❝❛/❡ ✭❍❛**✐♥❣ ♦♥ ❛♥❞ ❘❡✐♥/❡❧ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ♣❡*/✐/ ❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡*❝✐❛❧ ❢❛*♠/  ❤✉/ ❞❡♣❡♥❞/

♦♥  ❤❡✐* ❝♦♠♣❡ ✐ ✐✈❡♥❡//✱  ❤❛ ✐/✱ ♦♥  ❤❡✐* ❝❛♣❛❝✐ ②  ♦ ✐♥♥♦✈❛ ❡✳ ❍♦✇❡✈❡*✱  ❤✐/ ❝❛♣❛❝✐ ②

❞✐✛❡*/ ❛❝*♦// ❢❛*♠/ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞/ ♦♥ ❛ ✈❛*✐❡ ② ♦❢ ❢❛❝ ♦*/ /✉❝❤ ❛/ ❛❝❝❡//✐❜✐❧✐ ②  ♦  ❡❝❤♥♦❧♦❣②

❛♥❞ ❧❛♥❞✱ ♠❛♥❛❣❡*✐❛❧ ❝❛♣❛❝✐ ②✱ *✐/❦ ♣❡*❝❡♣ ✐♦♥✱ ❛  ✐ ✉❞❡/  ♦✇❛*❞/ *✐/❦✱ ❡ ❝✳ ✭❈♦♥*❛❞ ❡ ❛❧✳

✷✵✶✹✱ ❚*✉❥✐❧❧♦✲❇❛**❡*❛ ❡ ❛❧✳ ✷✵✶✻✮✳

❇❛/❡❞ ♦♥  ❤❡/❡ ❝♦♥/✐❞❡*❛ ✐♦♥/✱ ✇❡ ❤②♣♦ ❤❡/✐/❡  ❤❛  ❤❡*❡ ❛*❡ ❛ ❧❡❛/  ✇♦ ❞✐✛❡*❡♥  ②♣❡/

♦❢ ❢❛*♠/  ❤❛ *❡/♣♦♥❞ ❞✐✛❡*❡♥ ❧②  ♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉*✐♥❣ ❢❛*♠/✬ /✐③❡✿ ❛ ♥❡❣❛ ✐✈❡ *❡/♣♦♥/❡ ❜❡❝❛✉/❡

♦❢ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥ ❢♦* ❧❛♥❞✱ ♦* ❛ ♣♦/✐ ✐✈❡ *❡/♣♦♥/❡ *❡/✉❧ ✐♥❣ ❢*♦♠ ♣♦/✐ ✐✈❡ /♣✐❧❧ ♦✈❡*/ ♦❢ ♥❡✇

 ❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞♦♣ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ @✉❡/ ✐♦♥ ❛❞❞*❡//❡❞ ✐♥  ❤❡ ♣*❡/❡♥ ❛♥❛❧②/✐/ ✐/✿ ✇❤✐❝❤  ②♣❡

♦❢ *❡❧❛ ✐♦♥/❤✐♣ ❜❡ ✇❡❡♥ ❢❛*♠/ ✐/  ❤❡ ♣*❡✈❛✐❧✐♥❣ ♦♥❡❄ ■♥✈❡/ ✐❣❛ ✐♥❣ /✉❝❤ ❛ @✉❡/ ✐♦♥ ♠❛②

❤❡❧♣ ✉♥❞❡*/ ❛♥❞ ❢❛*♠ /✐③❡ ❞②♥❛♠✐❝/ ✐♥ /♣❡❝✐✜❝ ❢❛*♠✐♥❣ ❝♦♥ ❡① /✳

✸ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❡,-✐♠❛-✐♥❣ ❛ ♠✐①-✉1❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦1 ❢❛1♠ ,✉1✈✐✈❛❧

❘❡❣❛*❞✐♥❣ ❢❛*♠ /✉*✈✐✈❛❧✱ ❛ ♣*♦❜✐ ♠♦❞❡❧ ✐/ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆ ❧❛ ❡♥ *❡❣*❡//✐♦♥ ✉♥❞❡*❧✐❡/  ❤❡

♣*♦❜✐ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡*❡  ❤❡ ❧❛ ❡♥ ✈❛*✐❛❜❧❡ *❡♣*❡/❡♥ /  ❤❡ ✉ ✐❧✐ ②  ❤❛ ✐/ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ / ❛②✐♥❣

✐♥ ♦* ❡①✐ ✐♥❣  ❤❡ ❢❛*♠✐♥❣ /❡❝ ♦*✳ ❋❛*♠❡*/✬ ✉ ✐❧✐ ② ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡✐* ♦✇♥ ❲❚>

❢♦* ❧❛♥❞ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/  ❤❡✐* ♥❡✐❣❤❜♦✉*/✬ ❲❚> ❢♦* ❧❛♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛ ❡♥ ✈❛*✐❛❜❧❡ y∗it ✉♥❞❡*❧②✐♥❣

 ❤❡ ♣*♦❜✐ ♠♦❞❡❧ ❞❡ ❡*♠✐♥❡/  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢  ❤❡ ❢❛*♠❡*✬/ ❞❡❝✐/✐♦♥  ♦ / ❛② ✐♥ ❜✉/✐♥❡// ✐♥

 ✇♦ ❝♦♥/❡❝✉ ✐✈❡ ②❡❛*/✳ ❆/ ②❡❛*❧② ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉ ❢❛*♠❡*/✬ ❞❡❝✐/✐♦♥/ ✐/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱  ❤❡

♦❜/❡*✈❡❞ ♦✉ ❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡  ❤✉/ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❛/✿

yit = 1 ✐❢ y∗it > 0, ∀t ∈ Ti

yit = 0 ✐❢ y∗it ≤ 0
✭✶✮

✇❤❡*❡ yit ✐/  ❤❡ ♦❜/❡*✈❡❞ ♦✉ ❝♦♠❡ ❛  ✐♠❡ t ❢♦* ❢❛*♠ i ✇❤✐❝❤  ❛❦❡/ ✈❛❧✉❡/✿ yit = 1 ✐❢  ❤❡

❢❛*♠ /✉*✈✐✈❡/  ✇♦ ❝♦♥/❡❝✉ ✐✈❡ ②❡❛*/✱ ❛♥❞ yit = 0 ♦ ❤❡*✇✐/❡❀ Ti ✐/  ❤❡ ❧❡♥❣ ❤ ♦❢  ✐♠❡  ❤❛ 

❢❛*♠ i ✐/ ♦❜/❡*✈❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛ ❡♥ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛  ✐♠❡ t ✐/ ✐♥  ✉*♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

y∗it = xit−1β + ǫit, t = 1, 2, · · · , Ti ≤ T ✭✷✮

✇❤❡*❡ β ❛*❡  ❤❡ ♣❛*❛♠❡ ❡*/  ♦ ❡/ ✐♠❛ ❡✱ xit−1 ❛*❡ ♦✇♥ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉*✐♥❣ ❢❛*♠ ❝❤❛*❛❝✲

 ❡*✐/ ✐❝/✳ ❚❤❡ ❞✐/ ✉*❜❛♥❝❡/ ǫit ❛*❡ ❚✲✈❛*✐❛ ❡✱ ♥♦*♠❛❧❧② ❞✐/ *✐❜✉ ❡❞ ✇✐ ❤ T × T ♣♦/✐ ✐✈❡

❞❡✜♥✐ ❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ ♠❛ *✐① Σ✳ ❚❤❡  ②♣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ ♦❢ Σ ✐/ ❞❡♥♦ ❡❞ σts ❛♥❞  ❤❡ / ❛♥❞❛*❞

❞❡✈✐❛ ✐♦♥/ σt✳ ❚❤❡ ❞❛ ❛ ♦♥ xit−1 ❛*❡ ❛//✉♠❡❞  ♦ ❜❡ / *✐❝ ❧② ❡①♦❣❡♥♦✉/✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡/  ❤❛ 

✸



Cov[xit−1; ǫjs] = 0 ❛❝"♦$$ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ i ❛♥❞ j ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❡"✐♦❞$ t ❛♥❞ s ✭$❡❡ ●"❡❡♥❡ ✭✷✵✵✹✮

❢♦" ♠♦"❡ ❞❡5❛✐❧$✮✳

❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛5♦"② ✈❛"✐❛❜❧❡$ ❛"❡ ❧❛❣❣❡❞ ♦♥❡ ②❡❛" 5♦ "❡✢❡❝5 5❤❡ "❡$♣♦♥$❡ ❞❡❧❛② ♦❢ 5❤❡ ❛❞❥✉$5✲

♠❡♥5 5♦ ❡①♦❣❡♥♦✉$ ✈❛"✐❛❜❧❡$✳ ◆❡✐❣❤❜♦✉"✐♥❣ ❢❛"♠$✬ ❝❤❛"❛❝5❡"✐$5✐❝$ ❛"❡ ✐♥5"♦❞✉❝❡❞ ✐♥ 5❤❡

$♣❡❝✐✜❝❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♠♦❞❡❧$ 5♦ ❝❛♣5✉"❡ $♣❛5✐❛❧ ❡✛❡❝5$ ❛♥❞ ✐♥5❡"❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡5✇❡❡♥ ❢❛"♠$✳

■♥ 5❤✐$ ❛♥❛❧②$✐$✱ $♣❛5✐❛❧ ✐♥5❡"❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡5✇❡❡♥ ❢❛"♠$ ❛"❡ ❝❛♣5✉"❡❞ ✉$✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛5♦"②

✈❛"✐❛❜❧❡$ ❞❡✜♥❡❞ ❛5 ❝❡"5❛✐♥ ❣❡♦❣"❛♣❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥$5❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ $♣❛5✐❛❧ ✇❡✐❣❤5✐♥❣ ♠❛5"✐①

✇❤✐❝❤ ✐$ 5❤❡ ♠❡5❤♦❞♦❧♦❣② ❣❡♥❡"❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ 5❤❡ ❧✐5❡"❛5✉"❡ ❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ ❞❛5❛ ❧✐♠✐5❛5✐♦♥$✳

❚❤✐$ ❛♣♣"♦❛❝❤ ✐$ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥5 ❢♦" ♦✉" ❡$5✐♠❛5✐♦♥ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ❛♥❞ ❤❛$ ❛❧"❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞

5♦ ❛❝❝♦✉♥5 ❢♦" $♣❛5✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ♦5❤❡" $5"❛♥❞$ ♦❢ 5❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐5❡"❛5✉"❡ ✭$❡❡ ❚❡✐❧❧❛"❞

❡5 ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦" "❡❝❡♥5 ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❆$ ❛"❣✉❡❞ ✐♥ 5❤❡ ♣"❡✈✐♦✉$ $❡❝5✐♦♥✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉"✐♥❣ ❢❛"♠$✬ $✐③❡ ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢❛"♠❡"$✬ ❞❡✲

❝✐$✐♦♥$ ✐♥ ✈❛"✐♦✉$ ✇❛②$✳ ❚♦ ❝❛♣5✉"❡ 5❤❡ ❤❡5❡"♦❣❡♥❡✐5② ✐♥ ❢❛"♠❡"$✬ "❡$♣♦♥$❡$ 5♦ 5❤❡✐"

♥❡✐❣❤❜♦✉"✐♥❣ ❢❛"♠$✬ ❝❤❛"❛❝5❡"✐$5✐❝$✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♠✐①5✉"❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣"♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇$

❝❛♣5✉"✐♥❣ ✉♥♦❜$❡"✈❡❞ ❤❡5❡"♦❣❡♥❡✐5②✳ ❚❤❡ ♠✐①5✉"❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣"♦❛❝❤ $✉♣♣♦$❡$ 5❤❛5 5❤❡

❢❛"♠ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ✐$ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥5♦ ♠♦"❡ 5❤❛♥ ♦♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉$ ❣"♦✉♣❀ ❡❛❝❤ 5②♣❡ ♦❢ ❢❛"♠$ ✐$

❝❤❛"❛❝5❡"✐$❡❞ ❜② ❛ $♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝5 ♦❢ 5❤❡ $♣❡❝✐✜❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉$ ✈❛"✐❛❜❧❡$ ♦♥ ❢❛"♠❡"$✬ ❞❡❝✐$✐♦♥$✳

▲❡5 y = (yT
1 , · · · ,y

T
n ) ❞❡♥♦5❡ 5❤❡ ♦❜$❡"✈❡❞ "❛♥❞♦♠ $❛♠♣❧❡ ✇❤❡"❡ yi ✐$ 5❤❡ $❡L✉❡♥❝❡ ♦❢

❝❤♦✐❝❡$ ♦" $5❛5❡$ ♦❢ ❢❛"♠ i ♦✈❡" ❛ ❝❡"5❛✐♥ ♣❡"✐♦❞ ♦❢ 5✐♠❡✳ ❯♥❞❡" ❛ ♠✐①5✉"❡ ❛♣♣"♦❛❝❤✱ 5❤❡

❞❡♥$✐5② f(yi) ✐$ ✇"✐55❡♥ ❛$ ✭▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ O❡❡❧ ✷✵✵✹✮✿

f(yi) =
G
∑

g=1

πgfg(yi) ✭✸✮

✇❤❡"❡ πg ✐$ 5❤❡ ♣"♦♣♦"5✐♦♥ ♦❢ ❢❛"♠$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 5♦ 5②♣❡ g ✇✐5❤ g = 1, 2, · · · , G✱ ❛♥❞ fg
✐$ 5②♣❡✲g ❞❡♥$✐5② ❛$ ❞❡$❝"✐❜❡❞ ❜② ❡L✉❛5✐♦♥$ ✭✷✮✳ ❙✐♥❝❡ 5❤❡ ✉♥♦❜$❡"✈❡❞ 5②♣❡$ ❤❛✈❡ 5♦ ❜❡

❡①❤❛✉$5✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉5✉❛❧❧② ❡①❝❧✉❞✐♥❣✱ 5❤❡ πg ♣"♦♣♦"5✐♦♥$ ❛"❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛5✐✈❡ ❛♥❞ $✉♠ ✉♣ 5♦

✉♥✐5②✳

❯♥❞❡" $✉❝❤ ❛ ♠✐①5✉"❡ ❛♣♣"♦❛❝❤✱ 5❤❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ♣"♦❜❛❜✐❧✐5② ❞❡♥$✐5② ❢♦" 5❤❡ ♦❜$❡"✈❡❞ ❞❛5❛

❢♦" ❢❛"♠ i ✐$✿

f(yi|Xi;Ψ) =
G
∑

g=1

πgf(yi|Xi;Φg) ✭✹✮

✇❤❡"❡ Ψ = (π1, ..., πG,Φ1, ...,ΦG) ❛"❡ 5❤❡ ♣❛"❛♠❡5❡"$ 5♦ ❜❡ ❡$5✐♠❛5❡❞❀ ❛♥❞ 5❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐5②

❞❡♥$✐5② ❢✉♥❝5✐♦♥ $♣❡❝✐✜❝ 5♦ ❢❛"♠ 5②♣❡ g✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

f(yi|Xi;Φg) = f(xit−1;βg) =
[

F (xit−1βg)
]yit

[

1− F (xit−1βg)
](1−yit)

✭✺✮

✇❤❡"❡ F (xit−1; Φg) ✐$ 5❤❡ ❝✉♠✉❧❛5✐✈❡ ❞❡♥$✐5② ❢✉♥❝5✐♦♥ ❢♦" ❛♥❞ ❢❛"♠ 5②♣❡ g ❛♥❞ yit ✐$ 5❤❡

♦❜$❡"✈❡❞ ♦✉5❝♦♠❡✳

❚❤❡ ♠✐①5✉"❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡$❝"✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐$ ❡$5✐♠❛5❡❞ ✉$✐♥❣ 5❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡5❤♦❞✳

❆$$✉♠✐♥❣ 5❤❛5✱ ❢♦" ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ♦❜$❡"✈❛5✐♦♥$ ❛"❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ✇✐5❤✐♥ ❢❛"♠ 5②♣❡$ ❣✐✈❡♥

xit−1✱ 5❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲▲✮ ❢✉♥❝5✐♦♥ ❢♦" 5❤❡ ♣❛"❛♠❡5❡"$ Ψ ♦❢ 5❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ♦♥

♦❜$❡"✈✐♥❣ yi✱ ✐$ ✇"✐55❡♥ ❛$✿

LL(Ψ) =
N
∑

i=1

ln

{

G
∑

g=1

πg

Ti
∏

t=1

f(xit−1;Φg)

}

✭✻✮

✹
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✷✵✵✼✮✳
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♣♦♣✉❧❛"✐♦♥

✶

✱ !♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛!!✉♠❡ "❤❛" ❛ ❢❛*♠✿ ✐✮ !✉*✈✐✈❡❞ ✐❢ ✐" *❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ▼❙❆ ❞❛"❛❜❛!❡
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"✐♦♥✱ ✇❡ *❡!"*✐❝"❡❞ ♦✉* ✐♥✈❡!"✐❣❛"✐♦♥ "♦ ❢❛*♠! ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ ❇*✐""❛♥② ✭❲❡!"❡*♥ ❋*❛♥❝❡✮✱ ✇❤✐❝❤

✐! ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❧❛*❣❡!" ❛❣*✐❝✉❧"✉*❛❧ *❡❣✐♦♥! ✐♥ ❋*❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②!✐! ♦❢ "❤❡ !♣❛"✐❛❧ ✐♥"❡*❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉*✐♥❣ ❢❛*♠! ✐♥ "❤❡✐* ❞❡❝✐!✐♦♥!

"♦ !✉*✈✐✈❛❧ *❡@✉✐*❡! !♣❡❝✐❛❧ ❛""❡♥"✐♦♥ ❜❡❝❛✉!❡ "❤❡ ❞❛"❛❜❛!❡ ❡①❤✐❜✐"! "✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥!

❢♦* !✉❝❤ ❛ !"✉❞②✳ ❋✐*!"❧②✱ "❤❡ ▼❙❆ ❞❛"❛❜❛!❡ ❝♦♥"❛✐♥! ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✈❛*✐❛❜❧❡! "❤❛" ❝❛♥ ❜❡

✉!❡❞ "♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❢❛*♠ !✉*✈✐✈❛❧✳ ❲❡ "❤✉! ❝❤♦♦!❡ "♦ ❝♦♥❝❡♥"*❛"❡ ♦♥ "❤❡ ♣♦!!✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝"!

♦❢ "❤❡ ❧✐♠✐"❡❞ !❡" ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛*✐❛❜❧❡!✳ ❖"❤❡* ❞❛"❛❜❛!❡! ❛*❡ ♠❡*❣❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ▼❙❆ "♦
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▼❝▲❛❝❤❧❛♥✱ ●✳ ❛♥❞ ❚✳ ❑!✐$❤♥❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦#✐,❤♠ ❛♥❞ ❡①,❡♥/✐♦♥/✱ ❱♦❧✉♠❡ ✸✽✷✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥$✳
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