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Einleitung

In der vorliegenden Stutlie soll berichtet werden, inwieweit Markov-Ketten als geeig-
nete Hilfsmittel zur Schitzung der zukiinftigen Entwicklung von Variablen erscheinen.
Man unterscheidet nach der Art der Zustinde des durch die Markov-Kette zu beschrei-
benden Systems ergodische, absorbierende, zyklische und regulédre Ketten. Untersucht
wurden hier endliche, regulire Markov-Ketten 1. Ordnung?).

1In den letzten Jahren ist diese Methode mehrfach zur Untersuchung dynamischer Struk-
turen, die sich durch die Belegung von Zustinden mit Elementen beschreiben lassen,
verwendet worden. :

1) In einer Kette n-ter Ordnung sind die Transitionswahrscheinlichkeiten Funktionen der n vor-
hergehenden Zustinde.
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Mehrere Anwendungen geben KeMENY und SNELL in ihrer ausgezeichneten Einfiihrung
in die Theorie der endlichen Markov-Ketten an. Beschrieben werden Prozesse aus ver-
schiedenen Bereichen der Wissenschaften, so Diffusionsvorgiinge durch eine permeable
Membran, ein Kreuzungsversuch aus der Genetik und Verinderungen einer Gesell-
schaftsstruktur. JUDGE und SwANsoN wenden die Methode auf die Untersuchung des
Verhaltens einer Gruppe von Schweineproduzenten in Illinois an.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB unter gewissen Bedingun-
gen und Einschrinkungen Markov-Ketten zur Schitzung von Leistungskoeffizienten
oder dhnlicher spezifischer GroBen geeignet erscheinen. .

1  Endliche Markov-Ketten mit stationdren Transitionswahrscheinlich-
keiten [14; 5; 3]

1.1 Die Wahrscheinlichkeitsmatrix P

Gegeben ist eine Menge von endlich vielen, namentlich N, wohlunterschiedenen, deter-
minierten Zustdnden Sy, Sy,. . ., Sy. Die Beschreibung dieser Zustinde kann durch Eigen-
schaften (verbal und qualitativ), durch Zahlen bzw. Zahlengruppen (skalar oder vekto-
riell) erfolgen. Das System ist beziiglich der Zustéinde abgeschlossen.

Ferner existiert eine endliche Menge von Elementen, die sich in diesem System ,,bewe-
gen*. Di¢ Zustandsinderungen erfolgen zu bestimmten, nicht notwendig dquidistanten
Zeitpunkten und dann sprunghaft. Diese Zeitpunkte und die damit verbundenen Ver-
dnderungen im System werden in der Folge als ,,Schritte** bezeichnet.

Die Beschreibung der Schritte in einem solchen System kann auf verschiedene Arten
erfolgen.

a) Man kann das System verbal durch logische Relationen aufgrund der kausalen
Zusammenhinge beschreiben!): Wenn sich ein Element zur Zeit ¢ im Zustand S;
befindet, dann befindet es sich zur Zeit 741 im Zustand S;.

b) Man beschreibt die ,,Bewegungen* des Elementes im System durch eine Funktion
fi (@), i=1,..., N, sie gibt das Verhalten des Elementes bei einem Sprung zur Zeit
tin Abhﬁngigkeit vom jeweiligen Ist-Zustand an.

¢) Die Markov-Ketten beschreiben die Verinderung im System auf folgende Weise:

Zu jedem moglichen Anfangszustand i =1, ..., N zur Zeit t gibt es eine Folge von
Wahrscheinlichkeiten py, k=1,..., N, 0 = py = 1, Z pir = 1. Der Wert py.

gibt an, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Element das sich zur Zeit ¢ im
Zustand S; befindet, zur Zeit 1+1 im Zustand S, zu finden ist. Das Ergebnis der Transi-
tion héngt nur vom ,,Anfangszustand zur Zeit 7 ab; py.heiBt Transitionswahr-
scheinlichkeit, die aus den p;; gebildete Matrix

Pi11Dpi12...PIN
P= D21 . ...Pa2N 6

PN1. ...DPNN
heifit Transitionsmatrix [14, S. 24 ff].

1) Diese Art der Beschreibung ist hypothetisch, sie verbietet sich durch ihren Umfang von
selbst.
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Die Matrix P beschreibt alle im abgeschlossenen System moglichen ,,Bewegungen* der
Elemente, die in einem Schritt vorgehen kénnen, gewichtet durch ihre Wahrscheinlich-
keiten.

Befindet sich ein Element zur Zeit ¢ mit Sicherheit im Zustand S;, j = N, istferner z ein
Vektor mit den Komponenten z;, i = 1, ..., N, z; = 0fiir i  j, z; = 1, so ergibt

z.P = p; 2)
einen Vektor, dessen N Komponenten die Elemente der j-ten Zeile der P-Matrix sind.
Die pj, k =1,..., N, gebenan, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieses Element nach

einem Schritt in 1rgendemem der N Zustinde zu finden ist [11, S. 5 ff].
Kennt man fiir den Zustand des Elementes zur Zeit ¢ nur einen Wahrscheinlichkeits-
N

verteilungsvektor z mit den Komponentenzi, k =1, ..., N, 0=z,=1, Z zp =1, so
k=1

148t sich
zP = Dj

wie oben interpretieren [11, S. 5 ff].
Bezeichnen die Komponenten z; des Vektors z die Anzahl der Elemente des Systems,
die sich zur Zeit ¢ im Zustand Sy befinden, dann ergibt das Produkt

zP=nmitn= (m, ng, ..., 0y) 3

die zu erwartende Verteilung der Elemente nach einem Schritt.

1.2 Die Potenzen von P

Die Bedeutung der Markov-Ketten zur Beschreibung zeitlich verdnderlicher Systeme
liegt in den Interpretatxonsmoghchkelten der Potenzen der P-Matrix.
Zur Verdeutlichung betrachte man ein abgeschlossenes System mit 2 Zustéinden Sy und

S2. Die Transitionsmatrix sei
p= (Pn Pm) = PO @
D21 P22
Die Matrix P(® = P? ergibt sich als
P2 — PO — (P11(2) Plz(z)) _ (pf1+1712p21 P11P12+P12P22) G)
p2® pao® pupu+tpeepn  PuPi2+Dpie

mit0 = py® =1, Z px=1firi=1,2.

Jeder Wert p,k(z) glbt an, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Element, startend
in S;, nach zwei Schritten in S zu finden ist.

Zur Erlduterung diene p12®. Der Ubergang von Sy nach S ist in diesem System in
2 Schritten auf 2 Arten moglich:

1. $1—(@u)—~S1—(p12)~Sz und
2. 81— (p12) > S2— (p22) > S2

Die beiden Wege schlieBen sich gegenseitig aus, ihre Wahrscheinlichkeiten addieren
sich, auf jedem Wege finden hintereinander zwei unabhingige Ereignisse statt, ihre
Wabhrscheinlichkeiten werden multipliziert; diese Uberlegung fiihrt zu

P12® = puipis+piepee
Fiir alle anderen Spriinge erhilt man analog die p;® von (5).
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In einem System von N Zustiinden beschreiben die Elemente der Matrix

N

pr=pri.p= (pg;c:) =3 pgjn—n.pjk) )
. Jj=1

den Ubergang von S; nach Sy in n Schritten.

Die Transitionswahrscheinlichkeiten py, sind wihrend des Betrachtungszeitraumes sta-

tiondr, also konstant.

Beniitzt man eine der oben angefiihrten Definitionen fiir z, so ergibt die Folge

zP, zP?, zP%,. . ., zP",. .. )

eine Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der ,,Bewegungen® im Systemnach 1, 2,. . .,
n Schritten als Funktion der Anfangszustinde zur Zeit t = 0.

1.3 Die Konﬁergenz

Die Folge der Potenzen von P konvergiert [14, S. 71] gegen eine Matrix 4:
limPr(n—+ )= A ®
A=e-a )

In (9) ist e ein Spaltenvektor, dessen N Komponenten den Wert 1 haben, wihrend a ein
Vektor ist, dessen Komponenten Wahrscheinlichkeiten sind, also gilt 0 = a; = 1,

i=1,. NZag-—l

Die Matrix 4 besteht nach (9) aus lauter gleichen Zeilenvektoren a;,i = 1,. . ., N. Nach
einer hinreichend groBen Anzahl von Schritten nihert sich also das System einem
»Gleichgewichtszustand“. Die Wahrscheinlichkeit, nach einer hinreichend groBen Zahl
von Schritten in einem Zustand S zu sein, ist unabhéngig vom Anfangszustand S;. Es
stellt sich eine Endverteilung ein.
Zur Berechnung von A, also der Endverteilung im Gle1chgew1chtszustand bieten sich
zwei Wege an [13, S. 4].
a) Man berechnet P” und gibt eine GroBSe d derart an, daB — falls nur das Maximum
der dj. = puy— pji fiir alle Paare i und j und fiir alle k kleiner als d ist —
die Zeilen der Matrix P, als gleich zu betrachten sind. Einer der Zeilenvektoren ist
dann die Endverteilung a.
b) Aus der Grenzwerteigenschaft von A ergibt sich die Glelchung aP = a [14, S. 71).
Man findet also die Endverteilung als Lésung des Gleichungssystems

N
X@P-1n=o, Z x=1 (10)
i=1
mit 7 als Einheitsmatrix und X als Vektor mit den Komponenten x;.
Die Grenzmatrix A findet, abgesehen von ihrer Bedeutung als Charakterisierende des
Gleichgewichtszustandes, Anwendung zur Berechnung einiger Folgerungen, die sich
aus der mathematischen Struktur der Markov-Ketten ergeben [14, S. 207], so zur Be-
rechnung der Fundamentalmatrix Z, der Matrix M der ,,mean first passage times*
und deren Streuungen.

1.4 Einige Definitionen

Zum allgemeineren Verstdndnis der Theorie seien hier noch einige aus [14] entnommene
Definitionen angefiihrt.
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a) Eine endliche Markov-Kette ist ein stochastischer ProzeB, gekennzeichnet durch eine
endliche Zahl von Zustinden. Die Wahrscheinlichkeit, in einen anderen Zustand
iiberzugehen, hiingt nur vom jeweiligen Ausgangszustand ab.

b) Eine Markov-Kette heiBit regulir, wenn ein Element von jedem Zustand als Anfangs-
zustand, nicht notwendig in einem Schritt, in jeden beliebigen Zustand als Endzu-
stand iibergehen kann.

Etwas mathematischer formuliert, besagt diese wichtige Definition:
Eine Markov-Kette heiBit regulir, wenn es eine Potenz P” gibt, fiir die alle pgg\ von
Null verschieden sind.

¢) Ein Zustand, den ein Element nicht mehr verlassen kann, falls es ihn je erreicht,

heiBt absorbierend. (Ein Zustand S; heiBt absorbierend, wenn p;; = 1 ist).

Fiir Anwendungen sind die unter b) und c) definierten speziellen Markov-Ketten von
Bedeutung.

2 Numerisches Beispiel fiir eine regulire Markov-Kette

Im folgenden Beispiel wird ein System mit 5 Zustinden beschrieben. Man iiberzeugt sich
an Hand der P-Matrix leicht, daB es mit maximal 3 Schritten moglich ist, aus jedem
Zustand als Anfangszustand in jeden anderen als Endzustand iiberzugehen. Die Tran-
sitionswahrscheinlichkeit!) p34 = 0.18 z. B. gibt die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs
von S3 nach Sy in einem Schritt an.

Zeilen-

P St Sa S3 Sa Ss summe
S1 0,67 0,31 0,02 0,00 0,00 1,00
Sa 0,02 0,73 0,24 0,01 0,00 1,00
S3 0,00 0,04 0,78 0,18 0,00 1,00
Si 0,00 0,00 0,15 0,80 0,05 1,00
S5 0,00 0,00 0,02 0,17 0,81 1,00

Ihi folgenden werden einige der Potenzen P” aufgefiihrt:

S Sa S3 Sa Ss
PP=P® 5§ 030 0,46 0,19 0,03 0,02
: Sa 0,03 0,42 0,42 0,12 0,01

S3 0,00 0,07 0,53 0,35 0,05
Si 0,00 0,01 0,18 0,61 0,20
Ss 0,00 0,00 0,08 0,35 0,57

P8 = p® S1 0,11 0,35 0,36 0,16 0,02
S 0,02 0,23 0,43 0,27 0,05
S3 0,01 0,07 0,38 0,42 0,12
Sy 0,00 0,03 0,22 0,50 0,25
Ss 0,00 0,01 0,15 0,44 0,40

PO —plo g 0,04 0,20 0,39 0,30 0,07

. Sa 0,01 0,12 0,36 0,38 0,13

S3 0,01 0,06 0,31 0,44 0,18
S1 0,00 0,04 0,24 0,47 0,25
S5 0,00 0,03 0,21 0,46 0,30

1) In einem mathematisch definiertem Markov-ProzeB sind die Transitionswahrscheinlichkeiten
im allgemeinen a priori bekannt, was fiir Anwendungen in der Regel nicht gilt.
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Die Grenzmatrix mit dem Vektor a der Endverteilung ergibt sich als 4 = e-al):
1) (0,01 0,05 0,25 0,45 0,24)D

o

Der Einfachheit wegen sei angenommen, daB sich zur Zeit ¢ = 0 in jedem der Zustinde
100 Elemente befinden, es ist also

n = (100, 100, 100, 100 100).
Anzahl der Elemente nach m Schritten in den Klassen

m Sl Sg Ss S4 Ss Summe
n 0 100 - 100 100 100 100 500
nP 1 69 108 121 116 86 500
n P2 2 48 105 129 132 86 500
nP3 3 35 97 140 145 83 500
npPt 4 26 87 148 157 - 82 500
n P5 5 19 18 152 168 82 500
n P8 6 15 69 155 178 83 500
nP? 7 12 62 155 186 85 500
nP8 8 10 55 154 193 88 500
nP? 9 8 50 153 199 90 500
n P10 10 7 45 151 204 93 500
nA 5 25 125 225 120 500

Die Zeilen n P, i = 1,. . ., 10, geben die zu erwartenden Verteilungen der Elemente nach
i Schritten. Die Tabelle gibt interessante Einblicke in die Struktur des Prozesses. Bemer-
kenswert ist insbesondere das Verhalten der Belegung von Ss. Es erkléirt sich natiirlich
aus den Matrizen P. Zun#chst muB n; sinken, da die 19 % Abginge die 5%, Zuginge aus
Sy iiberwiegen. Mit zunehmender Belegung von Sy und zunehmenden Transitionswahr-
scheinlichkeiten p;5 beginnt dann die Belegung von S5 zu steigen. Die letzte Zeile quanti-
fiziert die zu erwartende Endverteilung, vorausgesetzt, daB sich der ProzeB ungestort
hinreichend lange entwickeln kann2) [8; 18; 1; 21].

3 Empirische Definition und Interpretation eines Markov-Prozesses

Die Anwendung von Markov-Ketten verlangt als erstes das Auffinden der den ProzeB
beschreibenden Matrix P. Die Anwendung impliziert einige Voraussetzungen und Fol-

1) Die Matrix 4 besteht also aus 5 gleichen Zeilen, die durch den Vektor a gegeben sind. Die
Komponenten a; sind notwendig von Null verschieden, da es sich um eine regulire Markov-
Kette handelt. .

%) G. G. JupGe und E. R. SWANsoN [13] untersuchten z. B. eine Gruppe von 83 Schweineprodu-
zenten in Illinois in den Jahren 1946-58. Als Zustinde wurden die Klassen der Anzahl der
Wiirfe pro Jahr gewihlt. Sie untersuchten die Klassenfrequentierung zu Beginn und am Ende
der Referenzperiode im Vergleich zur Gleichgewichtsldsung, ferner mittels absorbierender
Zustinde einen moglichen Verlauf der zukiinftigen Entwicklung.
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gerungen iiber die weiter unten noch zu sprechen sein wird. Das Datenmaterial, aus

denen P abgeleitet werden soll, kann in zwei Formen vorliegen.

a) Uber den zeitlichen Verlauf der zu beobachtenden Variablen liegen fiir jedes
einzelne Element Informationen in Form einer Zeitreihe vor. Fiir jedes einzelne Ele-
ment kann fiir jeden Zeitpunkt der Referenzperiode ausgesagt werden, welchem
Kklassifizierten Zustand das Element angehort.

b) Die Information beschrinkt sich darauf, daB nur jeweils die Anzahl der Elemente
bekannt ist, die zu einem bestimmten Zeitpunkt der Referenzperiode die verschiede-
nen Zusténde belegen. Die Anzahl der Wechsel muB also aus der jeweiligen Ist-Ver-
teilung extrahiert werden.

3.1 DieErstellung der P-Matrix

Der dieser Arbeit zugrunde liegende Beispielfall entspricht den Gegebenheiten unter
a). Die zu untersuchende Variable ist die durchschnittliche Milchleistung pro Kuh und
Jahr (im folgenden kurz als d. Ml. bezeichnet), die Beobachtungselemente sind hier die
kleinsten verfiigbaren Verwaltungseinheiten, fiir die die Variable ausgewiesen wird, die
Kreise der Bundesrepublik?).

An Stelle der a priori vorhandenen Transitionswahrscheinlichkeiten des mathematisch
definierten Markov-Prozesses treten jetzt empirisch gewonnene relative Hiufigkeiten.
Die determinierten Zustinde des Markov-Prozesses werden durch Intervalle der Beob-
achtungsvariablen y ersetzt. Soll der ProzeB durch N klassifizierte Zustinde beschrie-
ben werden, so erhilt man folgende Klassen

K1 K, K3 e Ky Ky a1
y<a, EB1=y<g gL =)Y<g.-...8N-1=Y <8N EN=Y)

wobei die g;, i =1,..., N, als ,,Grenz*“-werte bezeichnet werden sollen. Die Aquidi-
stanz der g; ist nicht notwendig.

Durch die Klassifizierung der Beobachtungsvariablen werden wohlunterschiedene Zu-
stinde eingefiihrt. Beobachtet werden in der Referenzperiode (1951-64) die Spriinge der
kreisweise ausgewiesenen Werte der d. Ml. von der Klasse K; im Jahre 7 und der Klasse
K im Jahr ¢+41. Man erhilt so die Matrix

H=(0y),i=1,....Nk=1,...,N

der Hiufigkeit der Spriinge vom Anfangszustand i zum Endzustand & in Schritten von
einem Jahr. Durch die Umformung

- h;

Pk = = 12

Y. hik
k=1

erhélt man eine Matrix P. ANDERSON und GOODMAN [2] haben gezeigt, daBB die Werte
der ,,gro8ten MutmaBlichkeit* (maximum likelihood).[16, S. 40 ff] fiir die stationédren
Transitionswahrscheinlichkeiten die relativen Haufigkeiten (12) sind. Wir betrachten
nun die Matrix P als die P-Matrix der Markov-Kette?). Im vorliegenden Beispiel wurde
die Zahl derKlassen N = 18, die unterste Grenze gnin = g1 = 2400 1/Kuh und Jahr,

1) Unberiicksichtigt blieben die 8 Kreise des Saarlandes und 99 kreisfreie Stidte, sowie Berlin,
da ihre Zeitreihen aus verschiedenen Griinden nicht vergleichbar bzw. unvollstindig waren.
Sie umfassen ca. 2,09, der Milchviehbestinde der Bundesrepublik.

2) Fiir statistische Tests, auch beziiglich der Stationéritit, an Markov-Ketten [2]
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TaseLLE 1 Klasseneinteilung der Variablen ,,durch-
schnittliche Milchleistung je Kuh und Jahr (DML)*

(in 1000 1/Kuh und Jahr)
untere’ obere
Kennwerte
Grenze der Klassen

X gi-1 &1 q()
i Klasse Intervall

1 K, DML <24 2.25
2 K, 24 < DML < 2,5 2,45
3 K 2,5 < DML < 2,6 2,55
4 K, 2,6 < DML < 2,7 2,65
5 K; 2,7 < DML < 2,8 2,75
6 K, 2,8 < DML < 29 2,85
7 K, 2,9 < DML < 3,0 2,95
8 K; 3,0 = DML < 3,1 3,05
9 K, 3,1 = DML < 3,2 3,15
10 K, 3,2 < DML < 3,3 3,25
11 K, 33 <DML <34 3,35
12 K,;, 34 < DML < 3,5 3,45
13 K;s 3,5 < DML < 3,6 3,55
14 K,, 3,6 =< DML < 3,7 3,65
15 Ky 3,7< DML < 3,8 . 3,75
16 K, 3,8 < DML < 3,9 3,85
17 K,, 3,9 < DML < 4,0 3,95
18 Kig 4,0 <= DML 4,15

die oberste Grenze gmax = gv = 4000 1/Kuh und Jahr und die Klassenbreite (iquidi-
stant) g,+1—&» = 100 1/Kuh und Jahr gewihlt (s. Tabellenteil Nr. 1).

Es ist offenbar, daB die Beschreibung eines Prozesses einer in einem Bereich stetigen
Variablen desto detaillierter wird, je kleiner die Klassifizierungsbreite gew#hlt wird.

N
Andererseits wird bei kleinen Klassenbreiten die Zahl Z hyx der Ereignisse der Zu-
k=1

gehorigkeit zur Klasse i klein und dadurch die Schitzung der p;;, schlecht. Ferner hiingt
aus dem gleichen Grund die Zahl der Klassen von der verfiigbaren Menge an Einzel-
beobachtungen ab.

Ungleich schwieriger und komplizierter wird die Erstellung der Matrix P, wenn der Fall
b) vorliegt, die Information iiber den FluB} der Elemente in der Referenzperiode also
lediglich aus den jeweiligen Frequentierungen der Zustinde durch Elemente abzuleiten
ist. In der amtlichen Statistik wird zum Beispiel nur die Anzahl der Betriebe je Betriebs-
groBenklasse ausgewiesen, iiber den tatséichlich eingetretenen FluB von Elementen, hier
Betrieben, kann man unmittelbar daraus keine Information gewinnen. Aber auch aus
diesen Zeitreihen der aggregierten Werte lassen sich Transitionswahrscheinlichkeiten
ableiten. Ich verweise dazu auf die unten angefiihrte Literatur [17; 6; 15; 20, S. 270-292].

3.2 Die Interpretation der P-Matrix und ihrer Potenzen

Versteht man die Matrix P als P-Matrix eines Markov-Prozesses — iiber Einschrinkun-
gen wird weiter unten noch zu sprechen sein — dann ergeben sich gemiB der Gleichun-
gen (2), (3) und (7) Interpretationsmdglichkeiten iiber das Verhalten von Elementen, das
sind hier Kreise, in Abhéngigkeit von Zeit und Anfangszustand. Zu beachten ist hierbei,
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daB man sinngemiB keine Aussagen iiber ein bestimmtes Verhalten eines bestimmten ’

Elementes machen kann, sondern lediglich stochastische Aussagen beziiglich des zu

erwartenden Verhaltens einer Menge von Elementen (s. Tab. 2).

Sind die Klassen K; im Sinne wachsender Werte der Beobachtungsvariablen angeord-

net, dann bedeutet der Ubergang eines Elementes in eine Klasse héherer Ordnung ein

,,Wachstum* beziiglich der Variablen. Aus der P-Matrix lassen sich folgende Informa-

tionen in Bezug auf dieses Anwachsen gewinnen. _

a) Die Elemente der Hauptdiagonalen sind ein MaB fiir die Mobilitit des Systems. Sie
beschreiben die Ubergénge von S; nach S; in einem Schritt (-also das Verbleiben in
S). Je groBer die py; sind, desto geringer sind die einschrittigen (jihrlichen) Verin-
derungen. Sind alle p;; = 1, so finden in dem System iiberhaupt keine Versinderungen
statt.

b) Eine Aufwirtsentwicklung, d. h. ein Ubergang von einem K nach einem K, mit
g > f, ist solange wahrscheinlicher als ein Riickgang, solange £

f-1 N .
Y p< Y pu a13)
k=1 k=f+1
gilt. Der Vergleich der Summen der py rechts und links der Hauptdiagonalen gibt
AufschluB dariiber, inwieweit vom Anfangszustand 7 aus noch ein Wachstum zu er-
warten ist (s. Tab. 2).

Die Potenzen P* und die Vektorfolgen z P" beschreiben, wie in 1.1 beschrieben, die zu

erwartenden Verteilungen der Elemente nach r Schritten. Die Matrix A liefert -die

Endverteilung bei ungestorter Entwicklung des Prozesses gem48 der in P postulierten

stochastischen Gesetze (Tab. 3).

Beschreibt z einen gewissen Anfangszustand zur Zeit ¢ = 0, also die Verteilung der Ele-

mente in der Basisperiode, so wird der ProzeB unter Umsténden iiber die Basisperiode

mittels der Folge zP" extrapolierbar und kann zur schitzenden Beschreibung der

zukiinftigen Entwicklung des Systems angewandt werden (Tab. 4).

4 Die Erwartungswerte der Markov-Kette
4.1 Kennwerte der Klassen und Erwartungswerte

GemiB 3.2 werden Verinderungen beziiglich der Beobachtungsvariablen, im zugrunde-
liegenden Fall der d. ML., beschrieben durch die Verdnderungen der Zugehdrigkeit
von Elementen, hier der Kreise, zu den einzelnen Klassen. Ein Anwachsen der d. M1
kommt dadurch zum Ausdruck, daB die Wahrscheinlichkeit einer Klasse hoherer Lei-
stung anzugehoren, in Abhéngigkeit vom Anfangszustand zur Zeit # = 0 und von der
Zeit t = nwichst.

Um Aussagen iiber den funktionalen Verlauf der Variablen zu machen, geniigt es nicht,
die dahinter verborgene Verinderung der Struktur zu betrachten. Dazu noch einige
weitere Definitionen.

Jeder Klasse K; wird ein Kennwert g; zugeordnet. Seienzur Zeit t = 0 Wy;, j = 1,. . .,
M,, die Werte, die die Variable innerhalb des Intervalls i annimmt, und H;; die Anzahl
der Elemente, die den Wert ;; annehmen, dann sei der Kennwert g; der Klasse i

M;
Y. HyWy;
6= 14)
> Hy
Jj=1
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TABELLE 2 Die P-Matrix (456 Kreise der Bundesrepublik, 1951 —1964)

i Ky K; K; Kq K; K, K, K, K, Kiw Ku Ki: Ki3z Ky Kz Ky Kig Kyig
1077 0,2 006 0,02 0,01 0,01
2 0,10 028 0,28 0,23 0,07 0,02 0,01 0,00 0,01
3002 008 028 035 018 0,08 0,02
4 0,01 0,03 006 023 037 0,19 0,08 0,01 0,01 0,01
5001 00 003 008 026 033 020 0,05 0,02 0,01
6 0,03 008 029 032 0,16 0,06 0,04 0,01 0,01
7 0,02 009 028 033 0,18 0,08 0,01 0,01
8 0,00 007 o014 026 025 0,17 0,07 0,02 0,01
9 0,02 0,07 0,11 0,26 0,33 0,12 0,07 0,01 0,01
10 0,01 003 005 013 029 024 0,6 006 0,02 0,01
11 0,0 0,02 005 0,13 025 029 0,16 0,08 0,02
12 0,01 002 003 015 0,26 027 0,14 0,09 0,03
13 0,01 002 004 020 024 0,18 0,16 0,12 0,02 0,01
14 0,01 0,01 0,08 019 029 0,18 0,14 006 0,04
15 0,01 0,02 0,10 0,19 0,21 0,23 0,16 0,08
16 0,01 0,04 005 017 024 025 0,24
17 0,01 001 002 005 016 029 046
18 . 0,01 0,02 006 0,10 0,81
TABELLE 3 Wabhrscheinlichkeiten der Ubergiinge von K, nach K, i = 1,..., 18 (10. Zeile der Matrizen P")
n BaSiS 1964 Kl Kz KS K4 K5 KO K7 Kg Kg K10 Kll K12 Kla Kll Kls K13 K17 KIB
1 1965 0,00 0,03 005 0,3 0,29 0,24 0,16 0,06 0,02 0,01
2 66 0,01 0,02 0,04 0,06 0,00 0,17 0,07 0,08 0,12 0,07 0,03 0,02 0,01 0,01
3 67 0,01 0,02 0,04 006 0,08 0,3 0,13 0,06 0,13 0,09 0,06 0,04 0,02 0,02
4 68 0,01 0,02 0,03 005 0,07 o0,0 0,01 0,14 0,013 0,10 0,08 0,06 0,04 0.05
5 69 0,01 0,02 0,03 005 0,06 009 009 0,13 0,12 0,10 0,08 0,08 0,05 0,09
6 70 0,01 0,02 0,03 004 0,05 007 008 0,11 0,12 0,10 0,09 0,09 0,07 0,13
7 71 0,01 0,02 0,04 004 0,05 0,07 0,07 0,0 0,11 0,00 0,09 0,09 0,08 0,17
8 72 0,01 0,02 0,03 003 004 006 006 009 0,10 0,09 0,09 0,09 0,08 0,21
9 73 0,01 0,01 0,02 0,03 004 005 006 008 009 009 0,08 010 0,09 0,25
10 74 0,01 0,01 0,02 0,03 0,03 0,05 005 0,08 0,09 0,08 0,08 0,10 0,09 0,28
11 75 0,01 0,02 0,02 0,04 0,04 005 0,07 0,08 0,08 0,08 0,10 0,10 0,31
88 - 0,01 o001 o001 0,02 0,03 005 005 0,07 0,1 0,13 0,52
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TABELLE 4 Prozentuale Verteilung der Kreise auf Klassen der DML (inv. H.)

Potenz . :
von jabr  Bis 3000 4/Kuh - pi 3500 bis 4000  iiber 4000
P u. Jahr
1951 69,4 13,6 15,4 1,6
1957 59.0 17.1 20,5 34
1964 229 332 192 24,7
1 1965 19,2 34,1 23,9 22,8
6 1970 8.2 272 36,8 27.8
1 1975 45 S 187 40,7 36,1
881) - 0,7 10 40,5 51,8

Absorbierende Markov-Kette?)

1 1965 19,2 . 34,0 19,4 27,4
6 1970 8,7 -26,4 23,7 41,7
11 1975 44 - 16,8 21,0 57,8

1) Beschreibt die Verteilung bei hinreichend langer, ungestorter Entwicklung (Gleichgewichts-
verteilung)
)P 18,18 = 1

Handelt es sich bei der Klasse K; um eine stdrker belegte innere Klasse (i = 2,.
N—1), so sind die Werte der Beobachtungsvariablen der Z Hj; Elemente rein zufalll g,

J
und es besteht kein Grund eine andere als eine Gleichverteilung innerhalb des Inter-
valles anzunehmen. Anstelle des Wertes (14) tritt dann die Schitzung

4= gi+§i+1 as)

wo g; die in (11) definierten ,,Grenz“-werte der Klassen sind. Durch den Wert g; wird
die Klasse K;, g; = y < gi41, jetzt durch einen einzigen Wert, einen idealisierten MeB-
wert, reprisentiert. Die Représentation ist desto genauer, je kleiner die Klassenbreite
gi+1—g; gewdhlt wurde').

Da die Folge pi, k = 1,.. ., N, die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der ein Element,
startend in der Klasse K;, gekennzeichnet durch den Wert der Variablen g;, sich nach
einem Schritt in einem Zustand K3, gekennzeichnet durch den Wert gy, befindet, ist

N
EM (@)=Y Pi4k 16)
k=1
der Erwartungswert der Variablen y nach einem Schritt in Abhéngigkeit vom Anfangs-
zustand i2).

1) Beziiglich der Klassenbreite sieche auch 3.1

%) Fiir ein Element, dessen Wert y zur Zeit ¢ = 0 von g; verschieden ist, ist dieser EM-Wert mit
einem systematischen Fehler in der GréBenordnung der halben Intervallbreite behaftet.
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TaseLLE 5 Die Erwartungswerte der DMLY) E (i, ) (1000 1/Kuh u. Jahr)

Basis 1964 Janr K, K, K: K, K, Ky, K;; Ky Kuz Ky
1 1965 231 2,55 2,64 321 3,30 341 393 4,04 4,17
Variations-
koeffizient 8, 10, 8, 6, 6, 6, 4, 4, 3,
(in %) c.a.
6 1970 2,69 296 3,05 3,50 3,59 3,70 4,03 4,06 4,09
Variations
koeffizient 34, 32, 29, 18, 16, 14, 4, 2, 5,
11 1975 3,05 3,29 3,37 3,74 3,81 3,88 4,05 4,07 4,08
Variations
koeffizient 45, 39, 37, 20, 18, 15, 3, 1, 5,

Y) Korrektur gegeniiber EM (i, n): Jahrliches Anwachsen von gx um 10 1, beginnend 1964
mit 4,229.

Man erhiilt mit der Definition (16) die Folge ,,der Erwartungswerte der Markov-Kette’
N

EM(G,m) =Y PP ax - an
k=1

fiir die Klasseni = 1,. .., Nund die Potenzenn= 1,2, 3,. . ., das ergibt N Zeitreihen
von Erwartungswerten als Funktion des Anfangszustands zur Zeit ¢ = 0 (s. Tab. 5).
Die g, sind per definitionem abhéngig von der Belegung der Klasse k£ mit Elementen und
dadurch variabel in der Zeit. Fiir stirker belegte innere Klassen K; bleibt jedoch zu
jeder Zeit die obige Uberlegung beziiglich der Néherung durch (15) richtig. Anders ver-
halten sich die offenen Klassen K; bzw. Ky. Ihr Verhalten hingt eng mit der Art des
betrachteten Prozesses zusammen. Handelt es sich bei der Beobachtungsvariablen um
eine mit der Zeit wachsende Variable, wie die d. M, so heiBt das, daB die Belegung der
Klasse K; abnimmt und die verbleibenden Elemente gegen g; wachsende Werte der
Variablen annehmen. Der Kennwert der Klasse, g1, wichst also gegen g1, gleichzeitig
jedoch nehmen die Wahrscheinlichkeiten p;; ab. Bezeichnet g'® den zeitlichen Verlauf
von g1, dann gilt fiir den Fehler Fy von EM (i, n) folgende Einschrédnkung; der Fehler
wird klein:

[P (e1—ay) = Fy = pf ¢{” —pff ;] (O (18

Gleiches Verhalten zeigen alle Klassen, die im Laufe des Prozesses durch die ,,Entvol-
kerung* darunterliegender Klassen zu ,,untersten* Klassen werden.

Unter der Annahme, daB wesentliche Verschiebungen des Kennwertes gy der kleinsten
Klasse Ky erst eintreten, wenn sie wenig belegt sind, also ihre pjx klein sind, bedeuten sie
keine Komplikation fiir die Interpretation der Werte EM (i, n).

Wesentlich anders verhilt sich der Wert gy der obersten und offenen Klasse. Im Laufe
eines Prozesses mit wachsenden Werten der Variablen y wird 1. die obere offene Klasse
im allgemeinen stindig stirker mit Elementen belegt, und 2. wachsen die Werte der

1) (0) bezeichnet hier einen kleinen, von Null verschiedenen Wert, da p; in einer reguldren
Markov-Kette fiir groBe n von Null verschieden ist.

291



Variablen der bereits in der obersten Klasse vorhandenen Elemente mit der Zeit. Der
Wert gy wichst. Sei dgy (n) der Betrag, um den sich gy vom Zeitpunkt ¢ = 0 bis zum
Zeitpunkt ¢ = n gedindert hat, dann kann man dem Wert EM (i, n) folgenden korri-
gierten Erwartungswert gegeniiberstellen

N-1
EGn =Y pPa+pHan+pFdann) (19
k=1

4.2 Erwartungswert der N-ten Klasse

Fiir Anwendung und Interpretation wichtig ist die folgende Eigenschaft des Erwartungs-
wertes der N-ten Klasse

N-1
EMN,n) =Y piar+piRan (20)
k=1

Per definitionem sind alle g, kleiner als gy, es gilt also

gr+dy =qn,dy > 0fiirallek=1,...,N—1 1)
Aus
(20) und (21) folgt ,
N N-1
EMWN,m) =Y pilan— Y p{)dc=an—D 22
k=1 k=1
mit
N-1
D=Y p{) di = 0, daher also 23)
k=1
EM (N, n) = qy. 249)

In (23) und (24) gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn alle pyx, kK = 1,...,
N—1, Null sind. Der Erwartungswert der hochsten Klasse Ky ist also stets kleiner als
ihr Kennwert gy, es sei denn, es gelte pyny = 1, die Kette wire also nicht regulir,
sondern absorbierend.

Stellt man den Erwartungswerten der Markov-Kette (17) die um die Verdnderung von
gn bereinigten Werte (19) gegeniiber, so ergibt sich die Differenz

dE (i, n) = p{) dqy () 25

Fiir alle Fille in denen dE (i, n) hinreichend klein gegen EM (i, n) ist, stellt also (17)
eine Néherung fiir (19) dar.

5  Methodisch bedingte Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit

5.1 Die Beobachtungsvariablen

Fiir alle Elemente des Systems muB ein Sprung von K; nach K eine vergleichbare Be-
deutung haben. Die Variable muB also einen relativen oder, um einen Ausdruck aus der
Physik zu verwenden, spezifischen Charakter haben. Durch die BezugsgroBe wird die
Vergleichbarkeit sichergestellt!). GroBen solcher Art sind Leistungskoeffizienten wie
die durchschnittliche Milchleistung pro Kuh und Jahr. Wihlte man bei Kreisen als

1) Eine typische GréBe dieser Art aus der Physik ist das ,,spezifische Gewicht*¢
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Elementen die Anzahl der Milchkiihe als Variable, kénnte sie obige Forderung nicht
erfiillen, da hierbei Verdnderungen gleicher absoluter Gré8e vollkommen verschiedene
Bedeutung haben kdnnen. Vergleichbare GréBen wiren jedoch?) ,,Anzahl der Milchkii-
he je ha LN* bzw. ,,Anzahl je ha Ackerfutterfliche*.

5.2 Die Menge der Beobachtungselemente

Die Menge der Elemente muB beziiglich der Zustdnde in dem Sinn homogen sein, daB,
zumindest theoretisch, jedes Element jeden Zustand erreichen kann. Sofern nicht ein
Zustand absorbierend ist, sorgt die Markov-Kette dafiir, daB nicht alle Elemente in
einem Zustand enden.

NaturgemiB haben bei Erstellung der P-Matrix noch nicht alle Elemente die ganze
Skala der Zustinde durchlaufen; die Markov-Kette soll ja gerade in den zu erwartenden
FluB der Elemente Einblick geben. Vorausgesetzt wird, daB ein solches Durchlaufen
aller Zustinde unter entsprechender Entwicklung der duBeren Variablen moglich wiire.
Gleich wie bei funktionalen Vorschitzungen u. a. der Verlauf der berechneten Funk-
tion die Extrapolierbarkeit beschréinkt, konnen bei Markov-Ketten die zwischenzeitli-
chen Verteilungen regulativ wirken?).

5.3 Referenzperiode und Extrapolierbarkeit

Da die Methode auf der Anwendung der Theorie endlicher Markov-Ketten mit statio-
niren Transitionswahrscheinlichkeiten beruht, sind also wihrend der Untersuchunsg-
periode die Wahrscheinlichkeiten p;. der einschrittigen Spriinge als konstant zu be-
trachten. Das schrinkt sowohl die Referenzperiode als auch den Zeitraum fiir die denk~
bare Extrapolation erheblich ein. GemiB der geschilderten Erhebungsmethode gehen
nur zwei Variablen in den ProzeB ein, Beobachtungsvariable und Zeit. Die pi sind also
Ausdruck gewisser #duBerer Variablen, die Anderungen der Variablen verursachen,
sofern man der betrachteten Variablen kein autonomes Wachstum zugesteht. Die
Markov-Kette kann also den ProzeB nur solange beschreiben, wie die Entwicklung
aller duBeren Faktoren die gleiche bleibt wie in der Referenzperiode, bzw. kann sie den
ProzeB nur so beschreiben, als ob das der Fall wire.

Die unter 5.1—3 gemachten Einschrinkungen verstehen sich fiir alle mittels Markov-
Ketten zu untersuchenden Probleme. Es sind #hnliche, wie sie bei Anwendung fast
aller mathematischer Methoden entstehen und gepriift werden miissen. Inwiefern sie
die Anwendbarkeit einer Methode einschrinken, hingt oft vom Grad der Abstraktion
und vom Zweck der Untersuchung ab. Abgesehen von diesen Punkten stellt die empi-
rische Definition noch Anforderungen an das Datenmaterial. Selbstverstdndlich miissen
hinreichend lange Zeitreihen von hinreichend vielen Elementen vorliegen, um einiger-
maBen gesicherte Schitzungen der Transitionswahrscheinlichkeiten zu erhalten. In
der Wirkung bedeutet das insbesondere eine Einschridnkung beziiglich der Anzahl der
zu bildenden Klassen der Variablen und damit eine Beschrinkung der Genauigkeit.
Die noch unter 5.4 zu behandelnden Beschrinkungen beziehen sich auf den Fall, daB
man iiber die Information beziiglich der Struktur des Systems, der ,,Stromung* der
Elemente, hinaus eine Aussage iiber die zeitliche Abhingigkeit der Beobachtungsvari-
ablen unter Benutzung der Erwartungswerte der Markov-Kette machen will.

1) (zumindest theoretisch)

2) Durchgingigkeit durch das System kann auch als Annahme konzipiert sein, um die notwen-
digen Aufwendungen zur Erreichung einer solchen Entwicklung zu beleuchten.
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5.4 Die Erwartungwerte

wurden gemiB
N
EMG,n) = Y b ax an
k=1

definiert. Das sind N Zeitreihen fiir die Beobachtungsvariable in Abhingigkeit von den
N moéglichen Anfangszustinden zur Zeit ¢+ = 0. Demgegeniiber steht der korrigierte
Wert

N
EG,n) = Y pif ax+pin dgn () 19)
k=1

fiir den Fall wachsender gy. Die Frage ist nun, in welchen Fillen (17) eine brauchbare
Niherung fiir (19) darstelit.

‘a) Bs werde angenommen, daB dgy (n) = O fiir alle n sei. Der Kennwert der obersten
Klasse wird damit als konstant vorausgesetzt. Die Entwicklung der Beobachtungs-
variablen stagniert in der Umgebung dieses Wertes. Dann sind die Gleichungen
(17) und (19) identisch. Der Markov-ProzeB beschreibt dann einen Lern- bzw.
AnpassungsprozeB der zur Zeit ¢ =0 in einem Zustand Sy, kK =N—1, befindlichen
Menge von Elementen. Die Potenzen P* und die daraus abgeleiteten Werte
EM (i, n) beschreiben den Grad der Anpassung zur Zeit ¢ = n. Die Folge der P*kon-
vergiert gegen A, die Folgen der EM (i, n) konvergieren gegen den gemeinsamen
Grenzwert

N
EM (i, ) = Y axax (26)
k=1 :

Der Grenzwert EM und die Matrix 4 sind ein MaB fiir die bei gleichbleibender
Entwicklung mégliche Anpassung. Das Ergebnis entspricht der Vorstellung, da
in einem solchen AnpassungsprozeB nicht notwendig alle Elemente auf Grund ihrer
,.physischen‘¢ Voraussetzungen in der Lage sind, sich vollkommen anzupassen. Falls
diese vollkommene Anpassung als Hypothese untersucht werden soll, definiert man
Ky als absorbierenden Zustand mit pyy = 1, die Folgen P*und EM (i, n) beschreiben

. die Anpassung, die Grenzverteilung a hat die Form (0,0, 0,. . ., 0,1) und der Grenz-
wert EM (i, o) ist gleich gnt).

b) Es werde angenommen, daB dgy () > 0, dgy (n+1) > dgqy (n) gelte, dann beschrei-
ben die Werte (19) E (i, n) die Abhingigkeit der Beobachtungsvariablen von der
Zeit unter Beriicksichtigung des Wachsens von gy. Die Frage ist, unter welchen Vor-
aussetzungen dennoch EM (i, n) als gute N#herung fiir E (i, n) dienen kann.

Es gilt (25) dE (i, n) = E (i, n) — EM (i, n) = p{f) dqy (n) fiir allei. EM (i, n)ist genau
dann eine hinreichend gute Niherung fiir E (i, n), wenn dE (i, n) hinreichend klein ist;
dE ist seinerseits eine Funktion des Wachstums dg, (#) des Kennwertes des letzten Zu-
stands und der Wahrscheinlichkeit p{» der Ubergiinge von S; nach Sy in n Schritten,
Im allgemeinen wichst in einem Wachstumsvorgang die Wahrscheinlichkeit der Uber-
ginge in die letzte Klasse fiir kleinere Anfangszustdnde S; mit der Zeit. Da gleichzeitig
auch gy wichst, wird die Abweichung dE (i, n) groBer. Gibt man fiir die Abweichung
dE (i, n) eine maximale Schranke K vor, dann gilt (17) solange als Schitzung fiir (19),

1) G. G. Jupce und E. R. SWANsON, (12; 13) definierten in ihrem Schweineproduzenten-Bei-
- spiel K, und K als absorbierende Zustande und untersuchten damit die Zahl der Restprodu-
zenten im Gleichgewichtsfall.
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solange nur dE (i, n) = K gilt. Da dE eine Funktion des Anfangszustandes i ist, wird
die erlaubte Naherungszeit T ebenfalls vom Anfangszustand abhéngen. T (i) ist bei
Kenntnis von k, p{%), dgn(n) berechenbar. Ist, wie es allgemein der Fall sein wird, dgy
unbekannt, dann ist die Zeit der giiltigen Schitzung T (i) zumindest mit dgy als Para-
meter einschrinkbar.

Zusammenfassend 148t sich sicher als Ergebnis formulieren: Der Wert EM (i, n) ist
fiir kleine i, in unserem Beispiel also Klassen niedriger durchschnittlicher Milchleistung
und/oder fiir kleine Werte von t (,,kurz*-fristig) eine hinreichend gute Niherung fiir den
Wert E (i, n).

Unter gewissen Voraussetzungen konnen also die Markov-Kette und ihre Erwartungs-
werte zur Beschreibung von Lern- bzw. Anpassungsprozessen und — lediglich unter
Beriicksichtigung des bisher gesagten — zur Ermittlung .. kurz¢-fristiger Prognosen
dienen. Was im Einzelfall unter kurzfristig zu verstehen ist, héingt unter anderem von der
Linge der betrachteten Zeitreihen, von der Homogenitit der Kette beziiglich der Ele-
mente, von der Struktur der P-Matrix, von der Verinderung der extremen Kenngré8en
in der Zeit und von den Einfliissen duBerer Faktoren ab.

6  Vergleich mit anderen Schiatzmethoden

6.1 Beschrankungen und Information

Ein Vergleich von Markov-Ketten als Mittel zur Schitzung gewisser spezifischer bzw.
Leistungskoeffizienten mit anderen Methoden ist nur beschrinkt méglich. Nach der
oben beschriebenen mathematischen Struktur in dieser einfachen Form eignen sie sich
u. U. fiir kurzfristige Prognosen. Bei Beriicksichtigung der Art des Eingehens von &u-
Beren Faktoren kann das nur bestitigt werden. Ein Vergleich kann also nur mit Metho-
den #hnlicher Informationsstruktur stattfinden.

Modelle, die weitere Mengen an Information verwenden und daher zur langfristigen
[10] Projektion geeignet erscheinen, sind nicht vergleichbar. Solche Methoden wiren
die ,,synthetischen* oder ,,naiven‘‘ Modelle [19], die, ausgehend von einer Vorausschit-
zung der Nachfragefunktion nach landwirtschaftlichen Produkten, die Produktion den
verdnderten Nachfrageverhiltnissen anpassen; dhnlich ungeeignet zum Vergleich ist
auch das Input-Output-Modell von Heady und Carter [10; 9], das interregionale und
intersektorale Warenstrome beriicksichtigt.

Vergleichbar dagegen sind Methoden, die auf der Schitzung von Trends beruhen. Sie
sind das relativ einfachste Verfahren. Die Kritik [19, S. 44 ff, S. 52] richtet sich gegen die
grundsitzlichen Annahmen, auf denen die Anwendung der Methode beruht, z. B. ein
im Vergleich zur Basisperiode unveridndertes Preisniveau und die gleichmiBigen Ein-
wirkungen des technischen Fortschritts auf die Prozesse Die gleichen Einwendun-
gen lassen sich selbstverstindlich auch gegen die Anwendungen von Markov-Ketten in
der geschilderten einfachsten Form erheben. Damit wird jedoch der in 5.4 gesteckte
Rahmen nicht beriihrt. :

Markov-Ketten sind beziiglich der mindestens notwendigen Information ein vergleichs-
weise ,,einfaches Verfahren. Sie haben die gleichen Vorteile wie Trendschétzungen,
nimlich (unter Vorbehalten) anwendbar zu sein, wenn iiber gewisse gesamtwirtschaft-
liche Aspekte des Problems unvollstindige, mangehalfte oder gar keine Information
vorliegt. Ferner teilen sie mit den Trendschitzungen den Anwendungsbereich. Nach G.
ScHMIDT ist deren Anwendung am ehesten berechtigt auf Leistungskoeffizienten [19, S.
53]

295



TABELLE 6 Vergleich einiger Schitzungen

(¢)) 2 (©)] @
Reguldre Mar-
Jsgf Statistisches El%ﬁit,t?c or- Absorbie-  Absorbierende
. Jahrbuch der .. ! rende Mar- Markov-Kette
tenz Variable . rigiert, lineare i pig
von BRD (Wj Zunahme von kov-Kette pig4 = I; line-
P 64/65) Gra; jahr- Pisas = 1  are Korrektur
lich 10 1
1965 Milchkiihe 5.826 : 5.7121) 5.6632%) 5.7121)
in 1000 St.
n =1 Milchproduktion 21.020 20.4073) 20.113 20.494
’ in 10001
.dM1in 10001 3.608 3.57 3.55 3.59
1970  Milchkithe 5.712 5.660 5.7121)
in 1000 St.
n=6 Milchproduktion 21.351 21.180 21.798
in 10001
dMlin 10001 3.74 3.74 3.82
1975 Milchkiihe 5.712 5.657 5.712y)
: in 1000 St.
n=11 Milchproduktion 22.112 21.961 22.909
in 10001
dMlin 10001 3.87 3.88 4.01

1) Hierbei wurde unterstellt, daB der Viehbestand 1964 unverinder bleibt.

%) Hierbei wurden geringe Verdnderungen der Bestinde der Klassen in der GréBenordnung bis
5%; innerhalb von 10 Jahren angenommen.

3) Geschitzte Produktion = Summe iiber (Erwartungswert dMl1 der Klasse X Anzahl Milch-
kiihe i. d. Klasse)

Im Rahmen der Anwendbarkeit liefert eine Markov-Kette aber weitergehende Infor-

mationen:

a) Die P-Matrix und ihre Potenzen geben AufschluB iiber das zu erwartende Verhalten
der der Beobachtung zugrunde gelegten Elementenmenge, und zwar abhiingig von
dem bereits zur Zeit ¢+ = 0 erreichten Leistungsniveau. .

b) Das Modell liefert eine theoretische Gleichgewichtsverteilung bei gleichbleibender
Entwicklung.

c) Eine Interpretation der Erwartungswerte liefert Information iiber die zu erwartenden
Werte der Beobachtungsvariablen.

Eine Markov-Kette kann demgemiB unter gleichermaBen ,,mageren* Bedingungen

zusitzliche Informationen iiber die Struktur des Prozesses geben.

6.2 Mogliche Verbesserungen der Methode

Eine Reihé von Einschrinkungen der Wirksamkeit von Markov-Ketten als Methode
der Schitzung beruhten darauf, daB die Wahrscheinlichkeiten p;; stationdr und der

296.



EinfluB duBerer Faktoren nicht beriicksichtigt wurde. Beide Einschrinkungen sind
nicht notwendig.

L.G. Telser [20, S. 286] schlidgt eine Methode vor, die Transitionswahrscheinlichkeiten
Dix zeitlich variabel als Funktionen gewisser duBerer Variablen darzustellen

Py () = fi (Z1ts Zats -« +» Znt) (1))

Jede der Transitionswahrscheinlichkeiten p;; wird mittels durch Regression oder ande-
rer Methoden gewonnener Funktionen f;;, dargestellt. Die p; sind also nicht wihrend
des gesamten Prozesses konstant, sondern sie #ndern sich in Abhiéngigkeit von
gewissen duBeren Variablen, die Einflu8 auf die Transitionen haben. Insbesondere ist es
dadurch moéglich, die Transitionswahrscheinlichkeiten zeitlich variabel anzunehmen.
Unter Beibehaltung der stationédren p;; und unter Beriicksichtigung der Verédnderungen
von gy wiirde sich der Bereich der Anwendbarkeit ebenfalls erweitern. Zu untersuchen
wiren folgende Méglichkeiten.

a) Fiir den Fall, daB weitergehende Informationen iiber das Verhalten von Elementen
bei extrem hohen Leistungsniveau vorliegen, konnten die Werte gn(7) in einem
gesonderten Markov-ProzeB untersucht werden, der zur Korrektur des urspriingli-
chen Prozesses angewandt wird. Der Anpassungsprozef3 wird dadurch auf ein héheres
Niveau verlagert.

b) Die GréBe dgy(n) wird mittels anderer Untersuchungsmethoden geschatzt Eine Un-
tersuchung iiber die GroBe des relativen Fehlers, der bei Nichtberiicksichtigung
dieses Wachstums von gy entsteht, gibt AufschluB iiber die Gr6Benordnung des
Fehlers bzw. der Korrektur.

pRdafp

F, R (i’ n) = N
\ Y PP ax+pR) dn) 1 + Z:)u i
k=1 ~ dan
1 P dan(n) Y
FR (l, n) = ZP&”Qk = N (28)
n)
(n) W ddn k§1p$k dk

Mittels dieser Korrektur 148t sich das Verfahren (im Rahmen anders verursachter
Grenzen) auch zur Beschreibung anderer als Lern- bzw. Anpassungsprozesse ver-
wenden.
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