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ACTA CAROLUS ROBERTUS 3 (1) — Matematika szekcio

AZ INTEGRALSZAMITAS OKTATASAROL
KORTESI PETER
Osszefoglalas

A hatarozott integrdl értelmezése soran kiilonbozo integral-sszegekkel talalkozhatunk.
Nyilvanvalo, hogy a hatarozott integral pontosan akkor létezik, ha ezek az integrdl-
osszegek konvergensek. Ez azt is jelenti, hogy ha egy hatarozott integral létezik, mert pl.
van primitiv fliggvénye az adott intervallumon, vagy az intervallumon folytonos fiiggvény
integraljat tekintjiik, akkor ez a hatarozott integral egyben mindenfajta, sajdatos
formadban felirt integradl-Gsszegnek a hatarértéke is.

Kulcsszavak: integralszamitas, integrdl osszegek, oktatas,

The education of the integral calculus
Abstract
While introducing the notion of definite integral one use different integral sums. By
definition the definit integral exists exactly when the given sums converge. Once the
definite integral exists (e.g. the given function has pimitive or it is continous on that
interval) it will be the limit of all sums, even special form integral sums as well.
Keywords: integral calculus, integral sum, teaching

Elméleti hattér

: . _ o, (f.&;
Ha az f Riemann integrélhato az elmélet szerinta  “» ( ’ak) ([

?f (x)dx, A

1999) Riemann integral sszeg hatarértéke az @ ahol ~n a felosztasokat,

Denkinger, Gyurko

ak az adott felosztasnak megfelel intervallumhoz tartozo fiiggetlen valtozoét jeloli.

f: [a’b]_)R fuggvény és az [a’b]
b-a

intervallumnak egy egyenlékozii felosztdsa, mégpedig a n hosszusagu

Ha tehat adott egy integralhatd

részintervallumokra, akkor az a, b] intervallum osztopontjainak halmaza:

{a,a+b_a,a+2b_a,...,a+(n—1)b_a,a+nb_a}

n n n n
Ehhez képezziik a
- b—a b-a
> fa+k—)
k=1 n n
integralosszeget, ahol
b-a
fla+k—o)
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Az integralszamitas oktatasarol

rendre az f fliggvénynek az

{ 3 b—a’a+kb—a}
n n

részintervallumok jobboldali végpontjadban felvett értékei, ekkor az el6bbiek
értelmében:

lim Zf(a+

n—»oo

b- a |
= j f(x)dx
n a

S

Ha bizonyos osszegek hatarértékének a kiszamitasa a célunk, akkor mar csak azt kell
felismerniink, hogy milyen fiiggvényhez ¢és milyen intervallumhoz tartozé integral-
Osszeg irhatd fel.

1. Példa.

Szamitsuk ki a kovetkezd 6sszeg hatarértékét:

lim 1 +V2 4344 \/_
im( v
Az adott 6sszeg rendre atalakithatd:

lim 1+\/_+\/§+ +\/_
n—>oo n\/_

. 1+\/§+ 3+...+\/El
Hm((\/l_ \/\/:+£+ \/H

.’3
:ﬂ
~
|»—i 5|>—
~
Il

hme(aJrk )— ahol f : [0,1]—>R, f(x)=x,

n—oo

ez Vlszont egy 1ntegralhat0 fuggvény, és ismert, hogy:
1 1
2 1
jf(x)dx =[&dx :gx& ==
0
0 0

Tehat felirhato:

. 1 +V2 434440, ; 2
lim Vxdx =
lim(————) =]
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A vazolt modszer nyilvan mas modositasokkal is alkalmazhato, pl. ha az integral-
Osszeget nem a részintervallumok fels6, hanem az alsd végpontjaban, vagy akar egy
koztes pontjaban (felezépont) irjuk fel, vagy ha az intervallum felosztasa nem n, hanem
pl. 2n, 2" részre torténik. Ezekben az esetekben a megfeleld modositasok utan hasonldan
szamithato ki az adott 6sszegek hatarértéke.

2. Példa.

Szamitsuk ki a kovetkezd 6sszeg hatarértékét:
2 (n-D=
1+ cos 5= +cos 5= +...+cos

lim oy,

n—oo n

Az adott §sszeg rendre atalakithato:

2 (n-Dr
1+cos 7% +cos 3% +...+cos

T):

lim (

n—oo

lim (1 + cos — + cos 2n +...4cos w) l)
n—»o0 2n 2n 2n n

2 nl 1 T
lim » f(0+(k—1)——)—aholf : | 0,— | > R,f(x)=cosx,
lim 360+(k=D -0 { 2} (x)

ez viszont egy integralhato fiiggvény, ¢és ismert, hogy:

n n .

2 2 E

jf(x)dx :jcosxdx =sinx| =1.

0 0
Tehat felirhato:

K n

. 1+cosE +cos2t+...+cosmhr 2 e

lim( =0 = =n ):Icosxdx:smx =1.
n—»0 0

0

Az elv alkalmazhatd a hatarozott integral helyett példaul az improprius integralok esetén
is, bizonyos megszoritasokkal. Elégséges példaul, ha az integrandusz fiiggvény pozitiv
¢s monoton csdkkend lasd pl.:( Démidovitch et al., 1968).

3. példa.
Szamitsuk ki a kovetkezdosszeg hatarértékét:

x/H+\/§+\/E+...+1)
n

Az adott 6sszeg rendre atalakithatd:

\/H+\/§+\/E+...+l)_
n

Tim(

n—oo

lim( _

n—oo
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Az integralszamitas oktatasarol

l1m((\/7 \/L+%+...+%)1):
n—o 2 h n
11mZ:f(a+k1)l

n—o0 n n

ahol

1
f:[0,1]— R,f(x):T,

X
ez viszont egy improprius integrélhoz vezet, €s ismert, hogy
1 1

1

f(x)dx =I dx = lim
.(l; x) . Jx a—>0+0 \/_ a—0+0
Tehat felirhato:

o fre e 1]
ll—l};lo( n+\/;-;\/:+ - ):-([%dxzalirol}oj.\/l_ a—0+0

Bizonyos esetekben az adott 6sszeg csak egy felsdkorlatjat tudjuk meghatdrozni, de ez is
fontos, hiszen a feliilrél korlatos pozitiv tagi dsszegek egy monoton névekvo sorozatot
alkotnak, tehat az Osszegek-sorozata (sor) monoton nd és feliilrél korlatos akkor
konvergens a sorozat (a sor konvergens). Tehat ez a modszer alkalmas bizonyos sorok
konvergenciajanak a vizsgalatara is.

4. Példa.

Igazoljuk, hogy az
1
=l4+—F7=

2\/_ 3\/_ v

egy konvergens sor részosszege (Draghicescu et al., 1976).

T;dx
Az adott sor feliilrdl korlatozhato az 1 improprius integral egy lehetséges
integral Osszegének hatarértékével, csak példaul elengedjiik azt a kikotést, hogy a
részintervallumok hossza csékkend kell, hogy legyen.

Felirhatjuk:
s, <1+ Im( ! +...+ ! )1<1+T dx =3
um 2\/_ 3\/5 n\/H <

1,2,3,...,n

mivel az [1’00) intervallum egy lehetséges felosztasa az { ? ""}’ és ekkor a
részintervallumok hossza 1, ez ugyan nem csokken a 0-hoz, de alkalmas arra, hogy
alulrol korlatozza az integral értékét. Tehat maga az Osszeg is hatarértékben az adott
improprius integralnak egy alsé korlatja. Ugyanakkor:
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T dx—hmi ! dx |=lim 2 +2 =2
Pxdx el xx vor b V1)
Tehat
+ ! + ! +.. <1+ [
2v2 33 n\/_ Toixdx
azaz a sor feliilrol korlatos ¢s emellett a sor pozitiv tagu, tehat monoton névekvo, és igy
konvergens.

dx =3,

5. Példa.

f:[0,1]>R

Legyen Egy Riemann-értelemben integralhaté fliggvény. Az

(@) e szigoruan pozitiv tagl sorozat a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezik
(Giurgiu — Turtoiu, 1981):
max(a,,a,,...,a,)

lim =0
noe g +a+..ta,
Bizonyitsuk be, hogy
a,+a,+..+a, a,

a)hme(

1
:If(x)dx;
noet= Ca +a,+..+a, a,+a,+..+a,

1 2l
b)lim n_i_lzkf(?) = E-([f(x)dx

Megoldas:

a) Vegyiik a (A e felosztasok sorozatat, ahol

A —{O a, a +a, a,+a,+..+a, 1}.
n - > 5 2% EARAS >
a,+a,+..+a, a,+a,+..+a, a,+a,+..+a,

¢és amelyre a felosztas normaja
||A ” _ max(a,,a,,...,a,)
n
a,+a,+..+a,
Ha a fiiggvényértékeket pontosan a felosztasi pontokban vessziik, azaz
a,+a,+...+a
1 2 e Ty
L= ,k=1,2,..n

a,+a,+..+a,

rogton belathato, hogy az egyes felosztasokhoz tartozé Riemann-féle 6sszeg

n
n _z a, +a,+..+a, a,
GA"(fjgk)_ f(at +a,+..+a_ a +a,+..+a
k=1 1 2 T T8 A 2 T TGy
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és igy ezen Osszegek sorozatanak hatarértéke (mivel a felosztasok normaja tart nulldhoz),

if (x)dx

éppen 0

2 2 2
A ={01—22—2k—2
n n n

1
b) Tekintsik a felosztasokat, amelyekre az

osztopontok
kZ
n
Xy :—2,k = 1,2,...,n
n
. i XE _XE_I — k2—1 < 2n2—1 , )
Eszreveheto, hogy n o és ezért

Az egyes kozbe es6pontokat ujbol a felosztasi pontokba valasztva,
n n n n n k2
& € [xk_l,xk],ik =X, = —2(k =12,...,n);
2k 1

G, (f &)= Zf(ik)(xk — Xy ) = Z f( )_
— 22£f(k_)__zn:f(
ahonnan

—Zkf( )— o, (F.&)+ Zf(—) @

Mivel az f fiiggvény integralhato, igy korlatos is, tehat 1étezik olyan M>0 , amelyre

|f(x)| =M, barmely Xe [0’ 1] értékre. Ennek alapjan
1 &k 1 k’ nM

— > (=) <— — < — —0,

2n2 kZ:I: (n2 ) 2n2 kZ]: ( )

vagyis az (1)-es 0sszefliggés jobboldalén a masodik tag hatarértéke nulla.
Az (1) ésszeﬁiggésben hatarértékre térve kapjuk:

lim — = Zkf(—)— l‘f(x)dx.
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