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Uniform Distribution; Heterogeneity in Means: 

The moments are  
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So, for (9), 
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Uniform Distribution; Heterogeneity in Variances: 

The moments are  
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Turning to (10), use 2 2 3/ 26(1 2 ) (8 8 3)yγ τ τ τ −= − − +  to obtain  
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Dependence in Uniform Distribution: 

Use (11) to obtain the moments as 
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Use this last expression to establish (12),  
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Moments of Distribution with Density: 
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Moments of Distribution with Density: 
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Also,  
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⎡ ⎤− −⎣ ⎦
−

= = >

 

Moments of Distribution with Density 30.75Cos ( )iε : 

When the RA density function is 30.75Cos ( )iε , then the cumulative distribution function is 

0.5 (9 /16)Sin( ) (1/16)Sin(3 )i iε ε+ + , and yield density is  



(A22) 33 9 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin( ) Sin(3 ) .
2 16 16

g y y y y⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Integrate  

(A23) 

/ 2 / 2 3

/ 2 / 2

0, odd function

/ 2 / 2 / 23 3 3

/ 2 / 2 / 2

/ 2 3

/ 2

3 9 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin( ) Sin(3 )
2 16 16

3 27 3Cos ( ) Cos ( )Sin( ) Cos ( )Sin(3 )
4 32 32

27 3Cos ( )Sin( )
32 3

yg y dy y y y y dy

y y dy y y y dy y y y dy

y y y dy

π π

π π

π π π

π π π

π

π

− −

− − −

−

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

= − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
/ 2 3

/ 2
Cos ( )Sin(3 ) .

2
y y y dy

π

π−∫

 

(A24) 

/ 2
/ 2 3

/ 2
/ 2

/ 2

/ 2

Sin(2 ) Cos(2 ) Sin(4 ) Cos(4 )Cos ( )Sin( )
16 8 8(16) 32

Cos(2 ) Cos(4 )
8 32

( / 2)Cos( ) ( / 2)Cos(2 ) ( / 2)Cos( ) ( / 2)Cos( 2 )
8 32 8 32

( / 2) ( / 2)
8 32

x x x x x xy y y dy

x x x x

π
π

π
π

π

π

π π π π π π π π

π π

−
−

−

⎡ ⎤
= − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
− − − −⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − − +

∫

( / 2) ( / 2) 3 .
8 32 32 8 32

π π π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

(A25) 

/ 2 3

/ 2
/ 2

/ 2
/ 2

/ 2

Cos ( )Sin(3 )

3Sin(2 ) 3 Cos(2 ) 3Sin(4 ) 3 Cos(4 ) Sin(6 ) Cos(6 )
32 16 8(16) 32 8(36) 48

1 9 Cos(4 )9 Cos(2 ) Cos(6 )
48 2

9 9Cos( ) Cos(2 ) Cos(3 )1 2 4 2
948 Cos
2

y y y dy

x x x x x x x x x

x xx x x x

π

π

π

π

π

π

π π ππ π π

π

−

−

−

⎡ ⎤
= − + − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +
= −

+

∫

9( ) Cos( 2 ) Cos( 3 )
4 2

1 9 9 9 9 1 9 119 .
48 2 4 2 2 4 2 48 2 96

π ππ π π

π π π π π π π ππ π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − − + − = − − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

So  

(A26) 
/ 2

2/ 2

27 3 3 11 11 3( ) 27 0.28225.
32 32 32 96 3 (32)

yg y dy
π

π

π π π
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫  



Also, 

(A27) 

/ 2 / 22 2 3

/ 2 / 2

0, odd function 0, odd function

/ 2 / 2 / 22 3 2 3 2 3

/ 2 / 2 / 2

3 9 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin( ) Sin(3 )
2 16 16

3 27 3Cos ( ) Cos ( )Sin( ) Cos ( )Sin(3 )
4 32 32

y g y dy y y y y dy

y y dy y y y dy y y y dy

π π

π π

π π π

π π π

− −

− − −

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
/ 2 2 3

/ 2

/ 22 2

/ 2
/ 22 2

/ 2

2 2 2 2

3 Cos ( )
4

3 3 Cos( ) Cos(3 ) 3( 2)Sin( ) (9 2)Sin(3 )
4 2 18 4 108

3 3( 2)Sin( ) (9 2)Sin(3 )
4 4 108

3 3(( / 2) 2) (9( / 2) 2) 3 3( / 2) 9( / 2)3
4 2 54 4 2 54

y y dy

x x x x x x x x

x x x x

π

π

π

π

π

π

π π π π

−

−

−

=

⎡ ⎤− −
= + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
= − = − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

2
2

2
54

3 4( / 2) 80 20( / 2) 0.245174709.
4 3 27 9

π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦  

(A28) 

/ 2 / 23 3 3

/ 2 / 2

0, odd function

/ 2 / 2 / 23 3 3 3 3 3

/ 2 / 2 / 2

3 3

/

3 9 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin( ) Sin(3 )
2 16 16

3 27 3Cos ( ) Cos ( )Sin( ) Cos ( )Sin(3 )
4 32 32

27 Cos ( )Sin( )
32

y g y dy y y y y dy

y y dy y y y dy y y y dy

y y y dy

π π

π π

π π π

π π π

π

− −

− − −

−

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

= −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
/ 2 / 2 3 3

2 / 2

3 Cos ( )Sin(3 ) .
32

y y y dy
π π

π−
−∫ ∫

 



(A29) 

/ 2 3 3

/ 2
/ 22 2 2 2

/ 2
/ 22 2

/ 2

2

Cos ( )Sin( )

3(2 1)Sin(2 ) (2 3)Cos(2 ) 3(8 1)Sin(4 ) (8 3)Cos(4 )
32 16 8(128) 8(32)

(2 3)Cos(2 ) (8 3)Cos(4 )
16 8(32)

( / 2)(2( / 2) 3) ( / 2)(8(
16

y y y dy

x x x x x x x x x x

x x x x x x

π

π

π

π

π

π

π π π

−

−

−

⎡ ⎤− − − −
= − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

−
− +

= −

∫

2

2 2

2 2 2
2

2 2
2

/ 2) 3)
8(32)

( / 2)(2( / 2) 3) ( / 2)(8( / 2) 3)
16 8(32)

(2( / 2) 3) (8( / 2) 3) (8( / 2) 3)2( / 2) 3
16 8(32) 16 16

( / 2) 3 3( / 2) 452( / 2) 3 0.1
16 2 16 16 2 16

π

π π π π

π π π π π ππ

π π π ππ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
+ −⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −

= − − + = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − − + = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

74475.

 

(A30) 

/ 2 3 3

/ 2
/ 22 2

/ 2
/ 22 2

/ 2
/ 22 2

/ 2

2

Cos ( )Sin(3 )

9(2 1)Sin(2 ) 3 (2 3)Cos(2 )
64 32

9(8 1)Sin(4 ) 3 (8 3)Cos(4 )
8(128) 8(32)

(18 1)Sin(6 ) (6 1)Cos(6 )
8(216) 8(36)

3 (2 3)

y y y dy

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x

π

π

π

π

π

π

π

π

−

−

−

−

⎡ ⎤− −
= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

−
= −

∫

/ 2 / 2 / 22 2

/ 2 / 2 / 2

2 2

2 2

Cos(2 ) 3 (8 3)Cos(4 ) (6 1)Cos(6 )
32 8(32) 8(36)

3( / 2)(2( / 2) 3) 3( / 2)(2( / 2) 3)
32 32

3( / 2)(8( / 2) 3) 3( / 2)(8( / 2) 3)
8(32) 8(32)

( / 2)

x x x x x x x
π π π

π π π

π π π π

π π π π

π

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − −
= − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤− − −

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

− −
2 2

2 2 2

(6( / 2) 1) ( / 2)(6( / 2) 1)
8(36) 8(36)

3 (2( / 2) 3) 3 (8( / 2) 3) (6( / 2) 1)
32 8(32) 8(36)

0.569843 0.61626 0.1505823 0.1041653.

π π π

π π π π π π

⎡ ⎤− − −
+⎢ ⎥

⎣ ⎦
− − −

= − +

= − + =

 



So 

(A31) 
/ 2 3

/ 2

27 3( ) (0.174475) (0.1041653) 0.147213281 0.0097655
32 32

0.156978781.

y g y dy
π

π−
= − − = − −

= −

∫  

Finally,  

(A32) 

3 3 2 3

3 3

3

3/ 22

3

[( ) ] [ ] 3 [ ] 2

0.156978781 3( 0.28225)(0.2451747) 2( 0.28225)

(0.2451747) ( 0.28225)

0.050622307 2(0.28225) 0.083934 0.
0.0673312

y y y
y

y y

E y E y E yμ μ μ
γ

σ σ
− − +

= =

− − − + −
=

⎡ ⎤− −⎣ ⎦
−

= = >

 

Moments of Distribution with Density 4[8/(3 )]Cos ( )iπ ε : 

When the RA density function is 4[8/(3 )]Cos ( )iπ ε , then the cumulative distribution function is 

0.5 ( / ) [2 /(3 )]Sin(2 ) [1/(12 )]Sin(4 )i i iε π π ε π ε+ + + , and yield density is  

(A33) 416 2 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin(2 ) Sin(4 ) .
3 3 12

yg y y y y
π π π π

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Integrate  

(A34) 

/ 2 / 2 4

/ 2 / 2

0, odd function

/ 2 / 2 / 24 2 4 4
2 2/ 2 / 2 / 2

4
2 / 2

16 2 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin(2 ) Sin(4 )
3 3 12

8 16 32Cos ( ) Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 3 9
4 Cos ( )Sin(4 )

9

yyg y dy y y y y dy

y y dy y y dy y y y dy

y y y dy

π π

π π

π π π

π π π

π

π

π π π π

π π π

π

− −

− − −

−

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

−

∫ ∫

∫ ∫ ∫
/ 2

/ 2 / 22 4 4
2 2/ 2 / 2

/ 2 4
2 / 2

16 32Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 9
4 Cos ( )Sin(4 ) .

9

y y dy y y y dy

y y y dy

π π

π π

π

π

π π

π

− −

−

= − −

−

∫

∫ ∫

∫

 

Integrate  



(A35) 

/ 2 2 4

/ 2
/ 23 2 2

/ 2
/ 23

/ 2
3 3

3

Cos ( )

Cos(2 ) Cos(4 ) (2 1)Sin(2 ) (8 1)Sin(4 )
8 4 64 8 256

Cos(2 ) Cos(4 )
8 4 64

( / 2) ( / 2)( 1) ( / 2)(1) ( / 2) ( / 2)( 1) ( / 2)(1)
8 4 64 8 4 64

2( / 2)

y y dy

x x x x x x x x x

x x x x x

π

π

π

π

π

π

π π π π π π

π

−

−

−

⎡ ⎤− −
= + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

− − − − −
= + + − − −

=

∫

( )

3

2

2( / 2)( 1) 2( / 2)(1)
8 4 64 32 4 64

7.5 0.2326335.
32

π π π π π

π π

−
+ + = − +

= − =

 

(A36) 

/ 2 4

/ 2
/ 2

/ 2
/ 2

/ 2

Cos ( )Sin(2 )

5Sin(2 ) 5 Cos(2 ) Sin(4 ) Cos(4 ) Sin(6 ) Cos(6 )2
128 64 8(16) 32 32(36) 32(6)

5 Cos(2 ) Cos(4 ) Cos(6 )2
64 32 32(6)

5( / 2)( 1) ( / 2)(1) ( / 2)(2
64 32

y y y dy

x x x x x x x x x

x x x x x x

π

π

π

π

π

π

π π π

−

−

−

⎡ ⎤
= − + − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

−
= − + +

∫

1) 5( / 2)( 1) ( / 2)(1) ( / 2)( 1)
32(6) 64 32 32(6)

5 2 5 1 52 1 .
64 32 32(6) 32 2 6 48

π π π

π π π π π

⎡ ⎤− − − − − −
− − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − = − − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 



(A37) 

/ 2 4

/ 2
/ 2

/ 2

/ 2

Cos ( )Sin(4 )

Sin(2 ) Cos(2 ) 3Sin(4 ) 3 Cos(4 )
16 8 8(16) 32

Sin(6 ) Cos(6 ) Sin(8 ) Cos(8 )
4(36) 24 16(64) 16(8)

Cos(2 ) 3 Cos(4 ) Cos(6 ) Cos(8 )
8 32 24 16(8)

y y y dy

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x

π

π

π

π

π

−

−

−

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

/ 2

( / 2)Cos( ) 3( / 2)Cos(2 ) ( / 2)Cos(3 ) ( / 2)Cos(4 )
8 32 24 16(8)

( / 2)Cos( ) 3( / 2)Cos( 2 ) ( / 2)Cos( 3 ) ( / 2)Cos( 4 )
8 32 24 16(8)

( / 2)( 1) 3( / 2)(1) ( / 2)( 1) ( / 2)(1)
8 32 24 16(8)

( / 2)

π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π

π

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥= −

− − − −⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
− −

+ + +
= −

+
( 1) 3( / 2)(1) ( / 2)( 1) ( / 2)(1)

8 32 24 16(8)

3 1 1 1 3 1 5 .
8 32 24 16(8) 32 24 16(8) 8 16 3 192

π π π

π π π π π ππ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − + = + − = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

So  

(A38) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

/ 2 / 2 / 22 4 4
2 2/ 2 / 2 / 2

/ 2 4
2 / 2

2 2 2 2

2

2

16 32( ) Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 9

4 Cos ( )Sin(4 )
9

16 32 4 4 12 8
3 9 9 9

4 5 512 0.2326335 8
9 48 192

4 2.791602 2.6
9

yg y dy y y dy y y y dy

y y y dy

π π π

π π π

π

π

π π

π

π π π π
π π

π

π

− − −

−

= − −

−

= − − − = − ⎡ + + ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= − +

∫ ∫ ∫

∫

[ ]17991667 0.081812239 0.247287416.+ = −

 

Integrate  



(A39) 

/ 2 / 22 2 4

/ 2 / 2

0, odd function 0, odd function

/ 2 / 2 / 22 4 3 4 2 4
2 2/ 2 / 2 / 2

16 2 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin(2 ) Sin(4 )
3 3 12

8 16 32Cos ( ) Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 3 9

yy g y dy y y y y dy

y y dy y y dy y y y dy

π π

π π

π π π

π π π

π π π π

π π π

− −

− − −

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
0, odd function

/ 2 2 4
2 / 2

/ 2 2 4

/ 2

4 Cos ( )Sin(4 )
9
8 8(0.2326335)Cos ( ) 0.197465614.

3 3

y y y dy

y y dy

π

π

π

π

π

π π

−

−

−

= = =

∫

∫

 

And 

(A40) 

/ 2 / 23 3 4

/ 2 / 2

0, odd function

/ 2 / 2 / 23 4 4 4 3 4
2 2/ 2 / 2 / 2

3 4
2

16 2 1( ) Cos ( ) 0.5 Sin(2 ) Sin(4 )
3 3 12

8 16 32Cos ( ) Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 3 9
4 Cos ( )Sin(4 )

9

yy g y dy y y y y dy

y y dy y y dy y y y dy

y y y

π π

π π

π π π

π π π

π π π π

π π π

π

− −

− − −

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

−

∫ ∫

∫ ∫ ∫
/ 2

/ 2

/ 2 / 24 4 3 4
2 2/ 2 / 2

/ 2 3 4
2 / 2

16 32Cos ( ) Cos ( )Sin(2 )
3 9
4 Cos ( )Sin(4 ) .

9

dy

y y dy y y y dy

y y y dy

π

π

π π

π π

π

π

π π

π

−

− −

−

= − −

−

∫

∫ ∫

∫

 

Now 



(A41) 

/ 25 2 2

/ 2 4 4
4 2 4 2/ 2

/ 2
/ 25 2 2

/ 2
5 2

3 (2 3) Cos(2 ) (8 3) Cos(4 )
40 4 256Cos ( )
(2 6 3)Sin(2 ) (32 24 3)Sin(4 )

8 1024

3 (2 3) Cos(2 ) (8 3) Cos(4 )
40 4 256

3( / 2) (2( / 2)
40

x x x x x x x

y y dy
x x x x x x

x x x x x x x

π

π

π

π

π

π

π π

−

−

−

⎡ ⎤− −
+ +⎢ ⎥

⎢ ⎥=
− + − +⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

−
= +

∫

2

5 2 2

5 2 2

2 2

3)( / 2)Cos(2 ) (8( / 2) 3)( / 2)Cos(4 )
4 256

3( / 2) (2( / 2) 3)( / 2)Cos(2 ) (8( / 2) 3)( / 2)Cos(4 )
40 4 256

3( / 2) (2( / 2) 3)( / 2)( 1) (8( / 2) 3)( / 2)
20 4 256

(2( / 2) 3)( / 2)( 1) (8( / 2) 3)( / 2)
4 256

x x

x x

π π π

π π π π π

π π π π π

π π π π

−
+

− − − −
+ − −

− − −
= + +

− − −
+ +

5 2 23( / 2) (2( / 2) 3) (8( / 2) 3)
20 4 256

1.434461214 1.519582264 0.205420414 0.120299364.

π π π π π− −
= − +

= − + =
 



(A42) 

/ 22 2/ 2 3 4

/ 2
/ 2

/ 22 2

/ 2
/ 22 2

/ 2

15(2 1)Sin(2 ) 5 (2 3)Cos(2 )Cos ( )Sin(2 ) 2
8(32) 128

3(8 1)Sin(4 ) (8 3)Cos(4 )2
8(128) 8(32)

(18 1)Sin(6 ) (6 1)Cos(6 )2
216(32) 36(32)

2

x x x x xy y y dy

x x x x x

x x x x x

π
π

π
π

π

π

π

π

−
−

−

−

⎡ ⎤− −
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

=

∫

/ 2 / 22 2

/ 2 / 2
/ 22

/ 2

2 2

2

5 (2 3)Cos(2 ) (8 3)Cos(4 )2
128 8(32)

(6 1)Cos(6 )2
36(32)

5( / 2)(2( / 2) 3)( 1) 5( / 2)(2( / 2) 3)( 1)2
128 128

( / 2)(8( / 2) 3)(1) ( / 2)(8(2
8(32)

x x x x x x

x x x

π π

π π

π

π

π π π π

π π π

− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤−
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤− − − −
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

−
+ − −

2

2 2

2 2 2

/ 2) 3)(1)
8(32)

( / 2)(6( / 2) 1)( 1) ( / 2)(6( / 2) 1)( 1)2
36(32) 36(32)

5 (2( / 2) 3) (8( / 2) 3) (6( / 2) 1)2
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So 
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Finally, 
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Demonstrating eqn. (21): 
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Demonstrating eqn. (22): 
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